
Matematika s radostíM R

Goniometrická rovnice řešená substitucí
Krokovaný příklad – středně těžký

V následujícím textu budete řešit postupně příklad tak, že vždy musíte správně
vyřešit určitý dílčí úkol.

Test byl vytvořen v rámci projektu Matematika s radostí dle návrhu Tomáše Krchňáka.

http://msr.vsb.cz/
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V úvodu řešení zadané rovnice je potřeba odstranit dvojnásobný argument funkce kosinus.

R

Který z následujících tvarů rovnice dostaneme, jestliže nahradíme dvojnásobný argument funkce
kosinus?

1

A cos2 x− sin2 x− 2 = cosx2 cosx− 2 = cosx2 sin x cosx− 2 = cosxcos2 x− 3 = cosx

1

B cos2 x− sin2 x− 2 = cosx2 cosx− 2 = cosx2 sin x cosx− 2 = cosxcos2 x− 3 = cosx

1

C cos2 x− sin2 x− 2 = cosx2 cosx− 2 = cosx2 sin x cosx− 2 = cosxcos2 x− 3 = cosx

1

D cos2 x− sin2 x− 2 = cosx2 cosx− 2 = cosx2 sin x cosx− 2 = cosxcos2 x− 3 = cosx

Řešte v R rovnici cos 2x− 2 = cosx.

R

Skvěle...  správně výraz pod odmocninou

musí být nezáporný, tj. x−2

Správně, použijeme vztah pro dvojnásobný argument:

cos 2x = cos2 x− sin2 x

Zavřít okno a přejít k dalšímu kroku

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně, protože cos 2x se nerovná 2 cosx.

Použijte vzorec pro dvojnásobný argument funkce kosinus:

cos 2x = . . .

Zavřít okno a odpovědět znovu

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně, omylem jste použili vztah pro dvojnásobný argument funkce sinus.

Použijte vzorec pro dvojnásobný argument funkce kosinus.

cos 2x = . . .

Zavřít okno a odpovědět znovu

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně, protože cos 2x se nerovná cos2 x.

Použijte vzorec pro dvojnásobný argument funkce kosinus.

cos 2x = . . .

Zavřít okno a odpovědět znovu
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V prvním kroku jsme zadanou rovnici nahrazením dvojnásobného argumentu funkce kosinus upravili na tvar

cos2 x− sin2 x− 2 = cosx.

R

V dalším kroku nahradíme výraz sin2 x. Z následujících tvarů rovnic vyberte ten správný.

1

A cos2 x− (1− cos2 x)− 2 = cosx1− 2 = cosx2 cos2 x− sin2 x− 2 = 0

1

B cos2 x− (1− cos2 x)− 2 = cosx1− 2 = cosx2 cos2 x− sin2 x− 2 = 0

1

C cos2 x− (1− cos2 x)− 2 = cosx1− 2 = cosx2 cos2 x− sin2 x− 2 = 0

Řešte v R rovnici cos 2x− 2 = cosx.

R

Skvěle...  správně výraz pod odmocninou

musí být nezáporný, tj. x−2

Správně, snažíme se o to, aby v rovnici byla jen jedna goniometrická funkce,
pro úpravu využijeme rovnost sin2 x+ cos2 x = 1.

Zavřít okno a přejít k dalšímu kroku

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně, protože cos2 x− sin2 x není rovno 1.

Nahraďte v rovnici výraz sin2 x výrazem obsahujícím cos2 x.

Zavřít okno a odpovědět znovu

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně, nelze sčítat ani odečítat cos2 x a cosx.

Nahraďte v rovnici výraz sin2 x výrazem obsahujícím cos2 x.

Zavřít okno a odpovědět znovu
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Zadanou rovnici jsme upravili na tvar

cos2 x− (1− cos2 x)− 2 = cosx.

R

V dalším kroku odstraníme závorku a rovnici dále upravíme. Vyberte správný tvar rovnice.

1

A 2 cos2 x− cosx− 3 = 0−3 = cosx2 cos2 x+ cosx− 3 = 02 cos2 x− cosx− 1 = 0

1

B 2 cos2 x− cosx− 3 = 0−3 = cosx2 cos2 x+ cosx− 3 = 02 cos2 x− cosx− 1 = 0

1

C 2 cos2 x− cosx− 3 = 0−3 = cosx2 cos2 x+ cosx− 3 = 02 cos2 x− cosx− 1 = 0

1

D 2 cos2 x− cosx− 3 = 0−3 = cosx2 cos2 x+ cosx− 3 = 02 cos2 x− cosx− 1 = 0

Řešte v R rovnici cos 2x− 2 = cosx.

R

Skvěle...  správně výraz pod odmocninou

musí být nezáporný, tj. x−2

Správně, snažíme se získat tvar vhodný pro substituci, která bude v dalším
kroku následovat.

Všechny členy v rovnici jsou správně sečteny.

Zavřít okno a přejít k dalšímu kroku

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně, byla chybně roznásobena závorka.

Členy obsahující cos2 x se neodečtou.

Odstraňte pečlivě závorku a rovnici dále vhodně upravte.

Zavřít okno a odpovědět znovu

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně, zřejmě se při převodu členu cosx z pravé strany nezměnilo zna-
ménko.

Zavřít okno a odpovědět znovu

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně, není správně určen absolutní člen.

Roznásobte pečlivě závorku a výrazy znovu sečtěte.

Zavřít okno a odpovědět znovu
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Zadanou rovnici jsme upravili na tvar

2 cos2 x− cosx− 3 = 0.

R

V dalším kroku provedeme substituci cosx = t. Vyberte správný tvar rovnice po provedení této
substituce.

1

A 2t2 − t− 3 = 02t− t− 3 = 04t− t− 3 = 0t2 − t− 3 = 0

1

B 2t2 − t− 3 = 02t− t− 3 = 04t− t− 3 = 0t2 − t− 3 = 0

1

C 2t2 − t− 3 = 02t− t− 3 = 04t− t− 3 = 0t2 − t− 3 = 0

1

D 2t2 − t− 3 = 02t− t− 3 = 04t− t− 3 = 0t2 − t− 3 = 0

Řešte v R rovnici cos 2x− 2 = cosx.

R

Skvěle...  správně výraz pod odmocninou

musí být nezáporný, tj. x−2

Správně, jestliže substituujeme cosx = t, potom cos2 x = t2.

Zavřít okno a přejít k dalšímu kroku

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně, jestliže substituujeme cosx = t, potom má být cos2 x = t2.

Po substituci máme dostat kvadratickou rovnici.

Zavřít okno a odpovědět znovu

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně, jestliže substituujeme cosx = t, potom má být cos2 x = t2.

Po substituci máme dostat kvadratickou rovnici.

Zavřít okno a odpovědět znovu

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně, zřejmě jste při substituci zapomněli na koeficient 2 u kvadratického
členu.

Zavřít okno a odpovědět znovu
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Zadanou rovnici
cos2 x− 2 = cosx

jsme sledem úprav a substitucí cosx = t převedli na kvadratickou rovnici tvaru

2t2 − t− 3 = 0.

R

Vyberte čísla, která jsou řešením kvadratické rovnice 2t2 − t− 3 = 0.

1

A t1 = 3
2 ; t2 = −1t1 = −3

2 ; t2 = 1t1 = 3; t2 = −2Tato rovnice nemá reálné kořeny.

1

B t1 = 3
2 ; t2 = −1t1 = −3

2 ; t2 = 1t1 = 3; t2 = −2Tato rovnice nemá reálné kořeny.

1

C t1 = 3
2 ; t2 = −1t1 = −3

2 ; t2 = 1t1 = 3; t2 = −2Tato rovnice nemá reálné kořeny.

1

D t1 = 3
2 ; t2 = −1t1 = −3

2 ; t2 = 1t1 = 3; t2 = −2Tato rovnice nemá reálné kořeny.

Řešte v R rovnici cos 2x− 2 = cosx.

R

Skvěle...  správně výraz pod odmocninou

musí být nezáporný, tj. x−2

Správně, tato čísla jsou řešením příslušné kvadratické rovnice.

Zavřít okno a přejít k dalšímu kroku

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně, nejsou správně určena znaménka kořenů.

Pro určení kořenů kvadratické rovnice ax2 + bx+ c = 0 použijeme vztah

x1,2 = −b±
√
b2 − 4ac

2a .

Zavřít okno a odpovědět znovu

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně, zřejmě při výpočtu kořenů nebylo dosazeno číslo 2.

Pro určení kořenů kvadratické rovnice ax2 + bx+ c = 0 použijeme vztah

x1,2 = −b±
√
b2 − 4ac

2a .

Zavřít okno a odpovědět znovu

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně, zřejmě bylo při výpočtu diskriminantu určeno špatně znaménko.

Pro určení kořenů kvadratické rovnice ax2 + bx+ c = 0 použijeme vztah

x1,2 = −b±
√
b2 − 4ac

2a .

Zavřít okno a odpovědět znovu
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Předchozími kroky jsme zadanou rovnici

cos 2x− 2 = cosx

upravili na tvar
2 cos2 x− cosx− 3 = 0.

Substitucí cosx = t jsme získali kvadratickou rovnici

2t2 − t− 3 = 0

s proměnnou t. Jejími kořeny jsou čísla t1 = 3
2 ; t2 = −1. Nyní se musíme vrátit do původní proměnné x a

získat tak řešení rovnice ze zadání.

R

Pro nalezení řešení původní rovnice v proměnné x využijeme substituční vztah cosx = t. Vyberte
variantu, v níž jsou uvedena všechna řešení zadané rovnice.

1

A x = π + 2kπ, k ∈ Zx = 0 + 2kπ, k ∈ Zx1 = π

2 + 2kπ, x2 = π + 2kπ, k ∈ Zx = 3π
2 + 2kπ, k ∈ Z

1

B x = π + 2kπ, k ∈ Zx = 0 + 2kπ, k ∈ Zx1 = π

2 + 2kπ, x2 = π + 2kπ, k ∈ Zx = 3π
2 + 2kπ, k ∈ Z

1

C x = π + 2kπ, k ∈ Zx = 0 + 2kπ, k ∈ Zx1 = π

2 + 2kπ, x2 = π + 2kπ, k ∈ Zx = 3π
2 + 2kπ, k ∈ Z

1

D x = π + 2kπ, k ∈ Zx = 0 + 2kπ, k ∈ Zx1 = π

2 + 2kπ, x2 = π + 2kπ, k ∈ Zx = 3π
2 + 2kπ, k ∈ Z

Řešte v R rovnici cos 2x− 2 = cosx.

R

Skvěle...  správně výraz pod odmocninou

musí být nezáporný, tj. x−2

Správně, pro t1 = 3
2 nezískáme žádné kořeny (číslo 3

2 neleží v oboru hodnot
funkce y = cosx), pro t2 = −1 dostaneme v intervalu 〈0; 2π) jediné řešení
x = π.

Další řešení plynou z toho, že funkce y = cosx je periodická s periodou
2π.

Zavřít okno a přejít k dalšímu kroku

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně, pro t1 = 3
2 nezískáme žádné kořeny (číslo 3

2 neleží v oboru hodnot
funkce y = cosx), pro t2 = −1 dostaneme v intervalu 〈0; 2π) jediné řešení,
avšak nikoliv x = 0.

Pro správné určení kořene použijte graf funkce y = cosx, nebo jednotkovou
kružnici.

Zavřít okno a odpovědět znovu

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně.

Pro t1 = 3
2 nezískáme žádné kořeny (číslo 3

2 neleží v oboru hodnot funkce
y = cosx), pro t2 = −1 dostaneme v intervalu 〈0; 2π) jediné řešení, a to
číslo x = π.

Další řešení plynou z toho, že funkce y = cosx je periodická s periodou
2π.

Zavřít okno a odpovědět znovu

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně, zřejmě došlo k záměně funkce y = cosx s funkcí y = sin x.

Pro t1 = 3
2 nezískáme žádné kořeny (číslo 3

2 neleží v oboru hodnot funkce
y = cosx), pro t2 = −1 dostaneme v intervalu 〈0; 2π) jediné řešení, avšak
nikoliv x = 3π

2 .

Pro správné určení kořene použijte graf funkce y = cosx, nebo jednotkovou
kružnici.

Zavřít okno a odpovědět znovu
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Výpočet je dokončen. Nyní si shrneme jednotlivé kroky. Můžete se též vrátit na předchozí stránky k postup-
nému výpočtu a zodpovězeným otázkám

Při řešení rovnice

cos 2x− 2 = cosx

nejprve odstraníme dvojnásobný argument funkce
kosinus. Dostaneme rovnici

cos2 x− sin2 x− 2 = cosx.

Tuto rovnici pak upravíme tak, aby obsahovala jen
jednu goniometrickou funkci a to kosinus. Získáme
rovnici ve tvaru

cos2 x− (1− cos2 x)− 2 = cosx.

Tuto rovnici dále upravíme na tvar vhodný pro
substituci, což je

2 cos2 x− cosx− 3 = 0.

Provedením substituce cosx = t získáme kvadra-
tickou rovnici

2t2 − t− 3 = 0

s proměnnou t. Kořeny této rovnice jsou

t1 = 3
2 , t2 = −1.

Hledaná řešení v původní proměnné x nakonec
vypočítáme ze substitučního vztahu cosx = t.
Dostaneme

x = π + 2kπ, k ∈ Z.

Toto je řešení zadané rovnice.

Řešte v R rovnici cos 2x− 2 = cosx.




