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Uvod

Tato kniha je urcena pro kazdého, koho zajimaji aplikace matematiky a kdo
se rad matematikou bavi. Kniha ¢tenare provede fadou matematickych apli-
kaci. Jejim obsahem je také feSeni téchto aplikaci. Text je urcen zejména pro
studenty poslednich roéniki stfednich skol, ale muze byt zajimavou inspiraci
i pro jejich ucitele a dalsi zdjemce o uziteéné a zajimavé aplikace matematiky:.

Tento text vznikl v letech 2013-2015 a je tuzce spjaty s tlohami, které
fesf studenti v priubéhu semindie Skola matematického modelovani. Tento
semindf, pro ktery pouzivame zkratku SKOMAM, organizuje Katedra apliko-
vané matematiky Fakulty elektrotechniky a informatiky Vysoké skoly banské
— Technické univerzity Ostrava jednou roc¢né jiz od roku 2005. Podrobnosti o
semindfi naleznete na webové adrese http://skomam.vsb.cz. Text byl napsan
diky finan¢éni podpotre projektu Matematika s radosti. Diky realizaci tohoto
projektu vznikla tfada interaktivnich testi, parovacich her, her Neriskuj, AZ
kvizu a Poznej obrazek. Vsechny tyto materialy jsou na webovych strankach
projektu http://msr.vsb.cz.

Nase kniha je rozdélena do Sesti kapitol. V prvni kapitole se vénujeme
ulohdm z matematické analyzy. Na tvod této kapitoly se sezndmime s né-
kterymi zakladnimi pojmy a ty pak vyuzijeme napiiklad pro ptiblizné urceni
¢isla m, vypocet priblizného obsahu zadané plochy nebo nalezeni priblizného
feSeni zadané rovnice.

Druha kapitola je zaméfena na aplikace linearni algebry. Po iivodu do této
oblasti si ukdazeme, jak muzeme vyuzit zakladni algebraické struktury jako
jsou vektory a matice pro vyhledavani v databazich pomoci klicovych slov.
Dalsi aplikaci, kterou se v této kapitole zabyvame, je realizace geometrickych
zobrazeni (stejnolehlost, rotace, posunuti) pomoci néstroju linedrni algebry.
Timto zpusobem muzeme geometricka zobrazeni efektivné implementovat do
pocitacové grafiky.

V tieti kapitole se sezndmime se specidlnim typem rovnic, tzv. diferenci-
alnimi rovnicemi. A pomoci nich si zavedeme tzv. pocatecni ulohy. V tvodu
této kapitoly si navic ukazeme, jak tyto ulohy fesit. Pocate¢ni tlohy maji
siroké uplatnéni a popisuje se pomoci nich fada tloh z oblasti biologie, fyziky
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Uvod

¢i spolecenskych ved. My si ukazeme, jak popsat naptiklad koncentraci 1éku
v krvi pacienta v zavislosti na case, jak modelovat pohyb kyvadla, ¢i jak
odhadovat vyvoj populace daného statu.

Ve ctvrté kapitole se opét potkame s diferencidlnimi rovnicemi, ale bu-
deme zde fesit tzv. okrajové ulohy. Pomoci takového typu tloh si muzeme
modelovat pruhyb struny pevné upevnéné na obou jejich koncich, na kterou
pusobi zadana sila.

V paté kapitole se podivame na optimaliza¢ni tlohy a ukédzeme si, jakymi
metodami I1ze tyto ulohy fesit. Pomoci tohoto aparatu si pak popiseme kulicku
dané hmotnosti zavésenou na pruziné. Resenim optimalizaéni dlohy ziskdme
polohu, ve které se kulicka ustali.

Nejrozsahlejsi sesta kapitola obsahuje podrobna a komentovand feseni
uloh popsanych v prvnich péti kapitoldch. Soucasti feseni jsou i kédy pro
pocitacové teseni téchto tuloh. Pro pocitacové teSeni jsme zvolili komeréni
systém Matlab, proto jsou vSechny kody v této kapitole zapsany s pouzitim
syntaxe tohoto systému. Matlab se skldda z nékolika soucasti. Jde zejména
o programovaci jazyk zaméfeny na numerické vypocty a vyvoj numerickych
algoritmu. Matlab obsahuje také knihovnu funkei pro feseni rady numeric-
kych tloh. A dulezitou slozkou Matlabu je grafické prosttedi pro interaktivni
zadavéani piikazua. Podrobny popis tohoto jazyka je k dispozici v [7]. Pokud
¢tenar nasi knihy nemd Matlab k dispozici, muze pouzit systém Octave,
ktery se znacné podoba Matlabu a je volné k dispozici na webové adrese
https:/ /www.gnu.org/software /octave. Reden{ jsou navic doplnéna tam, kde
je to vhodné, o analyzu chyby aproximace feseni.

Na zaveér je kniha doplnéna nékolika piilohami.

Ostrava, Petr Beremlijski
unor 2015 Marie Sadowskad

Text byl vytvoren v ramci projektu Matematika s radosti (http://msr.vsb.cz).
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Podékovani

Radi bychom na tomto misté podékovali nasim kolegum z Katedry aplikované
matematiky Fakulty elektrotechniky a informatiky Vysoké skoly banské —
Technické univerzity Ostrava za pozorné precteni celého textu. Velky dik
patii zejména J. Bouchalovi a B. Krajcovi za mnohé cenné ptipominky ke
kapitolam 1, 3 a 6. Dale dékujeme L. Malému, R. Cosicovi a A. Markopou-
losovi za podnéty ke kapitolam 2 a 4-6. M. Theuer nam pomohl vylepsit
kapitolu o geometrickych transformacich a M. Pétros z Fakultni nemocnice
Ostrava nam ochotné poskytl rady ohledné modelovani zmény koncentrace
1éki v krvi pacientli, moc jim za to dékujeme.

P. B., M. S.
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Znaceni

A\ B
N
Z
R
R-I—
R*

rozdil mnozin A a B

mnozina vSech pfirozenych cisel

mnozina vSech celych c¢isel

mnozina vSech realnych cisel

mnozina vSech kladnych realnych ¢isel
rozsitend ¢iselnd osa, tj. R* = R U {+o00, —0co}
mnozina vSech usporadanych n-tic realnych cisel
defini¢ni obor funkce f

obor hodnot funkce f

limita posloupnosti (a,,)

limita funkce f v bodé z

(prvni) derivace funkce f v bodé z
druhé derivace funkce f v bodé x
derivace n-tého radu funkce f v bodé x

urcity integrél funkce f od a do b
fada realnych cisel

okoli bodu zy o poloméru §
velikost vektoru x

X






Kapitola 1

leohy z matematické analyzy

1.1 Neékolik definic na ivod: limita a derivace
funkce

V této kapitole si velmi struéné pripomeneme zékladni pojmy matematické
analyzy, které budeme v dalsich kapitolach pouzivat. Nize uvedené pojmy si
1ze mnohem podrobnéji prostudovat napt. v [1].

Nejprve si pfipomeneme definici limity posloupnosti redlnych ¢isel. Rek-
neme, ze posloupnost (a,) md limitu a € R, a piSeme

lima, =a nebo a, — a,
jestlize!
(Ve € RT)(Ing e N)(Vn € Nyn > ng) @ |a, —a| < e.
Mé-1i posloupnost (kone¢nou) limitu, fikdme, zZe je konvergentni. V opaéném

pifpadé se jednd o divergentni posloupnost. Rekneme, Ze posloupnost (a,)
mad limitu +o0, a piSeme

lima, = +00 nebo a, — 400,

jestlize
(Vk € R)(Ing € N)(Yn € Nyn >ng) : a, > k.

Rekneme, 7e posloupnost (a,) mad limitu —oo, a piSeme

lima, = —oc nebo a, — —o0,

!Pfipomenme si, ze symbolem V ozna¢ujeme vseobecny kvantifikator a ¢teme jej
»bro véechna“. Symbol 3 oznacuje existentni kvantifikator a Cteme jej ,existuje”.
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jestlize
(V0 € R)(3ng € N)(Vn € Nyn > ng) : a, < L.

Pomoci limity posloupnosti definujeme limitu redlné funkce jedné redlné
proménné. Vztahu zy # x,, — xg rozumime tak, ze x,, — x¢ a T, #* xy pro
vsechna dost velka n € N. Obdobné budeme chapat i vztahy xg < x, = x¢ a
To > T, — Zo. Rekneme, ze funkce f: R+ Rmd v bods zy € R* limitu
a € R*, a piSeme

lim f(z) = a,

T—T0

pokud
ro# Ty > x9 = flz,) — a

Rekneme, 7e funkce f ma v bodé zy € R limitu zprava a € R*, a piseme

li =
a:—l>rxrol+ f(x) %

pokud
ro <xp > x9 = flx,) —a.

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé zp € R limitu zleva a € R*, a piSeme

li =
Jm f(z) =a,
pokud
ro > T, > x9 = flx,) — a
Plati, ze funkce f ma v bodé xy € R* nejvyse jednu limitu.
Pojem limita funkce vyuzijeme déle pro definici spojitosti funkce. Rekneme,
ze funkce f je spojitd v bodé& zy € R, jestlize

lim f(z) = f(zo).

T—T0

Rekneme, ze funkce f je spojitd zprava v bod& xj € R, jestlize

lim f(2) = f(o).

Tr—x0+

Rekneme, ze funkce f je spojitd zleva v bod& z( € R, jestlize

lim f(2) = f(o).

T—T0—

Rekneme, 7e funkce f je spojita v intervalu I C R, plati-li soucasné:

e [ je spojitda v kazdém vnitinim bodé intervalu 7,



e patii-li poc¢atecni bod intervalu I do I, je v ném f spojita zprava,
e patii-li koncovy bod intervalu I do I, je v ném f spojitéa zleva.

Pomoci limity funkce budeme definovat pojem derivace funkce. Bud
f: R—RaxeR. Existuje-li

o FE R — f(@)

h—0 h ’

nazveme ji derivaci funkce f v _bod& z a znacime ji f’(z). Neni-li feceno
jinak, budeme derivaci rozumét vlastni (tj. konecnou) derivaci. Lze ukézat,
ze mé-li funkce f v bodé xy € R (kone¢nou) derivaci, je v bodé xy spojité.
Derivaci funkce f budeme dile rozumét funkci f' definovanou predpisem

fi(x) = f'(x).
Zadefinujme si jesté derivace vyssich tada. Predpokladejme nejprve, ze funkce

f ma derivaci v bodé xy € R. Jestlize funkce derivace f’ méa derivaci v bodé
xo, definujeme druhou derivaci funkce f v _bodé& x( jako

f (o) == (f') (x0).

Podobné postupujeme pti definicich t¥eti, &tvrté, ... derivace funkce
f v_bodé& xy. Indukei tedy definujeme pro n € N derivaci n-tého ¥adu
funkce f v _bodé& z( jako

F (o) = (F"V) (o),
piicemz fO) .= f.
Na zdveér této kapitoly si jesté uvedme nékterd zakladni pravidla pro
derivovani funkci. Bud f,g: R+~ R a z € R. Pak plati
o (ftg)(x)=f(x) % g (z), mali prava strana rovnosti smysl,

e (fg)(z) = fl(v)g(x) + f(x)g'(x), existuji-li (vlastni) derivace f’'(z)

a g'(z),
' f@g) — f@)g @) N der :
° (5) (r) = () , existuji-li (vlastni) derivace f’(x)
a ¢'(z) aje-li g(x) # 0.
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Povézme si také, jak derivovat sloZzenou funkei.? Necht 2 € R a necht existuji
konecné derivace f'(z) a ¢'(f(z)). Potom je

(g0 f)(x) =g (f(x)f'(x).

Ctenéii se navic mohou hodit piedpisy pro derivovani nékterych bézné pou-
zivanych funkei:

e (¢))=0, ceR (konst.), x € R,
o (z") =ra" ' reR, x ¢ R"}?

(
e (sinz) =cosz, T €R,
(

e (cosx) = —sinz, x € R,

o (tgz) = ——, :UER\{ + km keZ},

cos? x

——, v € R\ {k7: k€ Z},
sin® z

1.2 Numericky vypocet urcitého integralu

Neékolik poznamek k uréitému integralu

Funkci F': R — R nazveme primitivni funkci k funkci f: R — R na
otevieném intervalu I C R, pokud pro kazdé x € I plati

Lze ukazat, ze pokud je f spojita na otevieném intervalu I, pak existuje
primitivni funkce F' k f na tomto intervalu.

Pomoci primitivni funkce zadefinujme urcity integral funkce f od a do b,
kde a,b € R a a < b. Jsou-li funkce f a F spojité na uzavieném intervalu

2Pfipometime, Ze pro funkce f,g: R — R takové, ze Hg C Df, definujeme sloZenou

funkci f o g piedpisem (f o g)(x) := f(g(z)).
3Piipomenme si, ze 29 := 1.



(a,b) aje-li F' primitivni k f na (a,b), definujeme ur&ity integral funkce
f od a do b jako

/ f(z)dz :== F(b) — F(a). (1.1)

Vztah (1.1) se casto nazyva Newtonuv-Leibniziv vzorec.*® Pro zjednodu-
Seni zapisu se pro rozdil hodnot F(b) a F'(a) zavad{ toto znaceni:

[F(2)] "= F(b) = F(a).

a

Popisme si nyni geometricky vyznam urcitého integralu. Nejprve predpo-
klddejme, ze je funkce f spojitd a nezdporna na intervalu (a,b). Pak integral

/ab f(z)dz

je roven obsahu rovinného obrazce ohraniceného osou z, grafem funkce f a
piimkami x = a a x = b, viz obr. 1.1. Nyni rozsitfme nase ivahy na spojité

Y

@)

Obrazek 1.1: Vyznam urcitého integralu

funkce, které mohou byt v intervalu (a,b) zdporné. Necht je napi. funkce f
zédpornd na intervalu (¢, d) C (a,b), viz obr. 1.2. Potom také

/Cdf(:p)dx<0.

Chceme-li pak pomoci tohoto integralu vypocist obsah plochy ohranicené
osou z, grafem funkce f a ptimkami z = ¢ a * = d, musime na této casti
vzit integral s opacnym znaménkem. Bude-li nas dale zajimat obsah plochy,
kterou ohranicuje osa x, graf funkce f a pfimky x = a a x = b, a bude-
li funkce f protinat v intervalu (a,b) osu z, musime tyto pruseciky najit

4Isaac Newton (1643-1727) — vyznamny anglicky fyzik, matematik a astronom
>Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) — vyznamny némecky matematik
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a rozdeélit interval (a,b) na intervaly, na nichz ma f totéz znaménko. Na
téchto intervalech spoc¢teme integraly funkce f. Vysledny obsah plochy pak
dostaneme jako soucet vSech vypoctenych integralu, pricemz integraly na téch
intervalech, kde je f nekladna, musime uvazovat se zapornym znaménkem
(viz obr. 1.2).

Y

Obrazek 1.2: Obsah rovinného obrazce a urcity integral

P#iblizny vypocéet urcitého integralu

V pripadé, ze primitivni funkci nelze vyjadrit elementarnimi nebo ta-
belovanymi funkcemi, Newtontuv-Leibnizuv vzorec (1.1) nemuzeme pouzit.
Nékdy zase muze byt hledani primitivni funkce pfilis slozité ¢i casoveé narocné.
V téchto ptipadech casto pristupujeme k tzv. numerickému vypoétu daného
urcitého integralu, ktery nam d& ptibliznou hodnotu integralu s danou pres-
nosti. V nasledujicim textu si pfiblizime dvé zakladni metody priblizného
vypoctu urcitého integralu, a to obdélnikové a lichobéznikové pravidlo.

Obdélnikové pravidlo

Rozdélme nejprve interval (a, b) na n stejnych dilku o délce

pot=a (1.2)

n

Krajni body i-tého dilku postupné ozna¢me x; 1 a x;; plati tedy
To=a<x1 < < Tp_1<Ty=0>0 (1.3)

Vypocteme si dale sttedy jednotlivych dilku:

T+ )
GG=——, 1=12,...,n.
2



Na i-tém dilku pak funkci f nahradime konstantni funkei o hodnoté f(¢;) a
hledany integral budeme aproximovat takto:

b n
[ Ha) s~ nf(e) 4 hflen) + e hfle) =Y ().

Naptiklad integral funkce f od a do b z obr. 1.3 tak nahrazujeme souc¢tem
obsahu prislusnych obdélniku.

e E\W

Y

0] a = xy T T2 T3 x4 =10 x

Obrazek 1.3: Aproximace obdélniky (n = 4)

Lze ukdzat, ze pokud existuje spojitd f” na (a,b), potom pro chybu a-
proximace plati

/ f)de = 1Y f(e)

Lichobé&Znikové pravidlo

(b—a)? A

< X
T 24n?  ze(ab)

()] (1.4)

Interval (a,b) rozdélime stejné jako u obdélnikového pravidla na dilky
shodné délky, viz (1.2) a (1.3). Hledany integrél budeme aproximovat takto:

/bf(x)dx% hf(x0>;f(x1)+h f<x1);f<x2)+,..+h f(@n1) + f(zn) _
h

2

= (P2 ()42 )+ (o)) = 5 <f<xo> s ) +2Y f<xi>> .

Napfiiklad integral funkce f od a do b z obr. 1.4 tak nahrazujeme souctem
obsahu prislusnych lichobézniku.

Je mozné ukazat, ze pokud existuje spojitda f” na (a, b), potom pro chybu
aproximace plati

[ raras - g(f(xo)Jrf(xn)Jr?Zf(xi)) < 02 s |77

12n2 z€(a,b)
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0] a = X I T2

Obrazek 1.4: Aproximace lichobézniky (n = 4)

Vsimnéme si, ze u lichobéznikového pravidla mame odhad chyby aproxi-
mace horsi nez u obdélnikového pravidla, prestoze u obdélnikového pravidla
uzivame nahrazeni konstantnimi funkcemi a u lichobéznikového pravidla pou-
7ivame nahrazen{ linedrnimi funkcemi.® Z uvedenych vzorcti pro odhad chyby
aproximace lze urcit, jaky pocet dilku zaru¢i pozadovanou presnost aproxi-
mace. Jelikoz ovsem odhady obsahuji druhé derivace, jejichz hodnoty neni
vzdy lehké odhadnout, muze byt vypocet poctu potifebnych dilki naroc¢ny a
vysledek pesimisticky.

Piiklad 1 Pomoci obdélnikového a lichobéznikového pravidla spoctéte pri-
blizné obsah jednotkového kruhu a vysledky porovnejte se skutecnym obsa-
hem daného kruhu.

Obrazek 1.5: Jednotkovy kruh

6 Aproximaéni vlastnosti obdélnikového a lichobéznikového pravidla si lze detailnéji
prostudovat napi. v [10].



arcsin(z — 1) — z

Obrazek 1.6: Matematické srdce

Piiklad 2 Pomoci obdélnikového a lichobéznikového pravidla spoctéte pri-
blizné obsah srdce na obr. 1.6 a vysledky porovnejte se skute¢nym obsahem
srdce.

Piiklad 3 Aproximujte hodnotu integralu

1
/ 2% dz
0

pomoci obdélnikového pravidla tak, aby chyba aproximace byla nejvyse 1074
Urcete pocet dilka déleni intervalu (0, 1), ktery zaruéi dosazeni pozadované
presnosti.

1.3 Scitame rady - proc?

V této kapitole si nejprve povime, co se skryva pod pojmy realné ¢iselnd rada
a jeji konvergence. Radou redlnych &isel rozumime vyraz

A tagttant+o= Y an, (1.5)
n=1
kde a, € R pro kazdé n € N. Naptiklad:
i) Z(—l)” =—1+1+(=1)+1+--- (ptiklad tzv. alternujici Fady’),
n=1

7 Alternujici fady jsou takové fady, jejichz ¢leny pravidelné stiidajf znaménka.
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i) Y n=1+2+3+4+ - (piiklad tzv. aritmetické rady),

n=1

iii) Z " '=14+q+¢ +¢+ - q € R(priklad tzv. geometrické rady),

n=1

=1 111
iv) Y - =1+ -4+ (tav. b icka rada).
iv) 2.5 2+3+4 (tzv. harmonicka ¥ada)

Cislo a,, nazyvame n-tym clenem frady (1.5), posloupnost (s,) definova-
nou predpisem

n
Spi=a1+ag+---+a, = E a
k=1

s =z

nazyvame posloupnosti Zaste&njych soutu Fady (1.5). Existuje-li limita

lims, = s € R,

nazyvame ji souctem ¥ady (1.5) a piSeme

[eS)
E ap = S.
n=1

Napiiklad:

00 0 Tro N Slldé,
i) Soucet > (~1)" neexistuje, jelikoz s, :{ . im n liché.
n=1

ii) Soucet Zn = 400, jelikoz s, = "("2“).

n=1

~ 00, jelig>1,
iii) Soucet » ¢" ' =< o, jeoli Jq] <1,

n=1 neexistuje, je-li ¢ < —1,

o n pro g =1,
jelikoz s, = { 1—gn

g pro q # 1.

o
1
iv) Lze ukézat, Ze soucet g — = 400.
n

n=1

10



Rikame dale, ze fada konverguje, jestlize je jeji soucet roven néjakému
realnému ¢islu. V opacném pripadé, tj. pokud mé fada soucet roven +o0o nebo
—o0 nebo pokud fada soucet nema, fikdme, ze fada diverguje. Napiiklad:

i) Z(—l)” diverguje.
n=1

Vyse uvedené pojmy muzeme nyni vyuzit k feseni nasledujicich tloh.

Piiklad 1 Prozradme, Ze fada

=~ 1
; n(n+1)

konverguje a jeji posloupnost ¢astecnych souctu konverguje ,,rychle“ k souc¢tu
této fady. Zkuste odhadnout soucet této rady.

Piiklad 2 Mezi dvéma mésty A a B se nachdzi piimd Zelezniéni trat, jejiz
délka je 90 km. Z mésta A do mésta B vyjede vlak rychlosti 10km/h. V tu
samou chvili vyjede z mésta B vlak do mésta A po té samé koleji stejnou
rychlosti. Ve chvili, kdy se vlaky rozjedou vsttic jisté zkaze, z predniho okna
lokomotivy vlaku jedouciho z A do B se odrazi moucha rychlosti 100 km/h a
leti vstiic druhému vlaku. Ve chvili, kdy k nému doleti, dotkne se nozkou jeho
predniho skla a leti zpatky. Takto moucha lita mezi vlaky, nez ji rozmacknou
na placku pfi jejich srazce. Kolik kilometru moucha celkem nalétala? Jakou
vzdalenost moucha urazila mezi 15. a 16. odrazenim se od oken lokomotiv
(jinymi slovy: jak dlouhy byl jeji 15. let mezi vlaky)?

Priklad 3 Kolik ¢lenu harmonické fady musite nejméné secist, aby tento
¢astecny soucet fady meél hodnotu alespon 10 (15, 20)?

11
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Piriklad 4 Prozradme, Ze fada
> -1 n+1
>
— 2n—1

konverguje a jeji posloupnost castecnych souctu konverguje ,rychle“ k souc¢tu
této fady. Zkuste odhadnout soucet této rady.

1.4 Monte Carlo

V této kapitole se budeme vénovat odhadim Ludolfova® éisla m. Nejprve
hledejme obsah kruhu o poloméru r (predstavme si na chvili, ze nezndme
piislusny vzorec a nic nevime o ¢islu 7). Prvnim nédpadem by mohlo byt
zhotoveni valcovych nadob s ruznymi poloméry podstav (napf. s poloméry
o délce 1 a 2 jednotek) a jednotkovou vyskou, viz obr. 1.7. Objem vody, ktery

Obrazek 1.7: Valcové nadoby

se do takovych nadob vejde, je roven obsahu podstavy vélce, tj. obsahu kruhu
s polomérem r. Rychle si vSimneme, Zze pokud zvétsime polomér podstavy
dvakrat, zvetsi se objem ctytrikrat, a nasledné pozorujeme, ze obsah kruhu
je pfimo imérny druhé mocniné poloméru. Také zjistime, ze druhou mocni-
nu poloméru kruhu musime vynésobit vhodnou konstantou, abychom dostali
spravnou hodnotu obsahu daného kruhu. Tuto konstantu oznac¢ime 7. Exis-
tuje mnoho moznosti, jak tuto konstantu odhadnout. Snad nejjednodussim
zpusobem jak stanovit meze pro m, je vepsat do kruhu o poloméru r ¢tverec
a stejnému kruhu opsat jiny ¢tverec, viz obr. 1.8. Délka strany vétsiho ¢tverce
je 2r a z Pythagorovy véty dale zjistime, ze délka strany mensiho ctverce je
V/2r, tudiz obsah vétstho resp. menstho ctverce je 4r2 resp. 2r2. Jelikoz jsme
si uz ,odvodili“, Ze obsah kruhu o poloméru r je dén vzorcem 7r?, pouhym
porovndnim obsahu ¢tvercu a kruhu zjistime, ze © € (2,4). Tuto metodu

8Ludolph van Ceulen (1540-1610) — némecky matematik

12



Obrazek 1.8: Exhaustni metoda pro stanoveni mezi pro 7

nazyvame vycerpavaci (exhaustni) a pravdépodobné prvni ji pouzil Eudo-
x0s.”

Nez se budeme vénovat dalsim odhadum ¢isla 7, podivejme se kratce
na vypocet obvodu kruhu. Jisté vime, Ze obvod kruhu je pfimo umeérny
dvojnasobku jeho poloméru, ale abychom dostali spravnou hodnotu, je nutno
2r vynasobit vhodnou konstantou k. Na obr. 1.9 provedeme pfeuspotradani
kruhu na utvar, ktery se pro zjemnujici se déleni kruhu blizi obdélniku. Po-
rovnanim obsahu kruhu (77?) a obsahu vzniklého obdélniku (kr?) je ndzorné

vidét, ze konstanta k je opét rovna 7.

o0 =2kr

ki l zjemnéni déleni

k=m

Obréazek 1.9: Stanoveni vzorce pro obvod kruhu

Nyni si ukazeme nékolik zpusobu, jak nalézt pribliznou hodnotu cisla .

9Eudoxos (410 nebo 408 pt. n. 1. — 355 nebo 347 pi. n. 1.) — fecky astronom, matematik
a fyzik, student Platona
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Buffonova metoda

Resenfm tzv. Buffonova!® problému s jehlou je aproximace &isla . Uloha
spociva v opakovaném hézeni jehly o délce £ na rovinu (papir), na které mame
vyznacenu sit rovnobézek se vzddlenosti 2¢. Jestlize jehlu hodime n-krit a
s-krat ndm béhem téchto pokusu po dopadu zkrizi nékterou z rovnobézek,

pak ¢islo
n
s

aproximuje ¢islo .

Nyni si uved me odhad tykajici se pfesnosti Buffonovy metody. Lze ukézat,
ze s pravdépodobnosti 95 procent nema chyba aproximace hodnotu vétsi nez
9,011/y/n. Tzn. napiiklad pro 10* pokusti ndm s pravdépodobnosti 95 pro-
cent chyba nepiekroci hodnotu 0,09011.

Piiklad 1 Implementujte Buffonovu metodu a pouzijte ji k aproximaci ¢isla
7. Porovnejte vasi aproximaci se ,skute¢nou” hodnotou ¢isla 7 a urcete chybu

aproximace.

Metoda Monte Carlo

Monte Carlo je ttida vypocetnich algoritmu zalozena na provadéni nahod-
nych experimentu. Této metody se casto pouzivd pro simulaci fyzikalnich
a matematickych systému. Vysledkem provedeni velkého mnozstvi experi-
mentu je obvykle pravdépodobnost uré¢itého jevu. Na zakladé ziskané prav-
dépodobnosti a znamych vztahu pak spocitdme potiebné vysledky. Protoze
metoda vyzaduje generovani velkého souboru nahodnych dat, je vhodné pro
jeji implementaci pouziti pocitace. Metod Monte Carlo se pouziva v pripadeé,
kdy je prtilis pracné nebo nemozné nalézt presny vysledek jinym zpusobem.
Jeji vyhodou je jednoduchéd implementace, nevyhodou relativné mala pfes-
nost. Metoda byla vytvorena skupinou fyziku pracujicich na projektu jaderné
pumy v Los Alamos, jméno metody bylo navrzeno v roce 1940 von Neuman-
nem. !

V matematice se Monte Carlo pouzivd zejména pro vypocet urcitych
integralu (zejména vicendsobnych urcitych integrélu), které je obtizné ¢i
nemozné vycislit analyticky nebo jinou numerickou metodou. Napt. obsah
omezené plochy E ohranic¢ené grafem funkce y = 22, osou x a pifmkou z = 1
(tj. S(F) = fol 2?2 dz, viz obr. 1.10) je mozné metodou Monte Carlo vypocist
nésledujicim zptsobem. Necht nis program generuje ndhodné dvojice &fsel

0Georges Louis Leclerc de Buffon (1707-1788) — francouzsky pifrodovédec
1 John von Neumann (1903-1957) — vyznamny mad arsky matematik
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[z,y], pticemz kazdé z Cisel z a y je vybrdno nezdvisle z intervalu (0,1).
Tuto dvojici budeme chapat jako souradnice bodu, ktery je ndhodné zvolen
ve ctverci (0,1) x (0, 1). Pravdépodobnost toho, ze bod lezi uvniti zadaného
¢tverce, je 1. Pravdépodobnost toho, ze bod lezi uvnitt podmnoziny E zada-
ného ¢tverce, je rovna obsahu plochy E, tj. S(E). Tedy obsah plochy, ktera je
podmnozinou zvoleného ¢tverce, muzeme odhadnout jako pravdépodobnost,
ze nahodné zvoleny bod z daného c¢tverce lezi v této podmnoziné.

Obrazek 1.10: Plocha E a Monte Carlo

Priklad 2 Implementujte metodu Monte Carlo pro pfiblizny vypocet
J. ' 22 dz. Ziskané vysledky mizete porovnat s analytickym vyéislenim in-
0 :
tegralu.

Pro odhad presnosti metody Monte Carlo lze odvodit naptiklad nésledujici
tvrzeni. S pravdépodobnosti 75 procent nemé chyba aproximace hodnotu
vétsf nez 1/4/n. Tzn. napiiklad pro 10* pokusti ndm s pravdépodobnost{ 75
procent chyba nepiekroci hodnotu 0,01.

Chceme-li vyuzit metodu Monte Carlo k aproximaci ¢isla 7, vypocteme
priblizné touto metodou (napiiklad) integral

1
/ V1 —22dx.
0

Snadno si uvédomime (viz obr. 1.11), Ze timto zpusobem ziskdme aproximaci
hodnoty 7 /4.

Priklad 3 Implementujte metodu Monte Carlo pro priblizny vypocet in-
tegralu fol V1 —22dx a pouzijte ji k aproximaci ¢isla w. Porovnejte vasi

15
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aproximaci se ,skutecnou* hodnotou ¢isla 7 a urcete chybu aproximace.

Obrézek 1.11: m a Monte Carlo

Pripomenme jesté, ze vyse uvedené pouziti metody Monte Carlo je pouze
ilustrativni; jednoduchy integrdl z prikladu 3 lze velmi efektivné spocist
jinymi numerickymi integra¢nimi metodami.

Aproximace © pomoci Ciselnych fad

Posledni metodou nalezeni aproximace ¢isla 7, kterou si v tomto prehledu
ukazeme, je vyuziti ¢iselnych tad. K této aproximaci pouzijeme tzv. Leibni-
zovu tadu, kterd je rozvojem funkce arkustangens:

JC I B 00 221
ter=20——+———+--- = B L
arctgr = x 3—|-5 7+ ;( ) o — 1

Tato fada mé konecny soucet pro z € (—1,1) (fikdme, ze fada konverguje),
navic plati, ze ¢im vice je |z| blizsl 0, tim méné ¢clenu fady potiebujeme
pouzit k nahrazeni arctgx s ,uspokojivou® ptresnosti. Pro x = 1 dostavame
z Leibnizovy fady tzv. Gregoryho'? fadu

1 1 1 = (1)t
11—+ 4. = AN
3+5 7+ Z2n—1

Jelikoz

T
tgl=—
arctg 7

12 James Gregory (1638-1675) — skotsky matematik a astronom
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muzeme Gregoryho fadu vyuzit k aproximaci ¢isla 7. Aproximaci s rychlejsi
konvergenci pak ziskdme, pokud pouzijeme rovnost

1 1
arctg 1 = arctg ) + arctg 3 (1.6)

viz obr. 1.12.

Obrazek 1.12: Tlustrace k odvozeni vztahu (1.6)

Priklad 4 Implementujte metodu, ktera vyuzije Gregoryho, popt. Leibni-
zovu Tfadu k nalezeni aproximace ¢isla .

1.5 Numerické reSeni rovnic

Velmi casto se (nejen) matematik setkdava s tkolem, kdy je tieba vyftesit
néjakou nelinedrni rovnici. Tento kol byva vétsinou slozity a feSeni ne-
linearni rovnice c¢asto nelze najit analyticky. Proto je uzitecné védeét, jak lze
rovnice Fesit alespon priblizné pomoci numerickych metod. V néasledujicim
textu si ukdzeme dvé jednoduché itera¢ni metody, které umoznuji nalézt a-
lespon priblizné feseni nelinearni rovnice.

Metoda prosté iterace

Bod z* € R nazyvame pevnym bodem funkce f: R +— R, pokud

flx®) =a~

17
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Véta Bud () # I C R uzavienyj omezeny interval a f : R — R. Necht
f je spojitda v I a necht f md spojitou derivaci v I. At navic existuje X € R
takové, ze'3
If' ()] <A <1 provsechna z € 1.

Zvolme bod x¢ € 1. Jestlize kazdy bod posloupnosti (x,,) definované predpisem
Tp1 = f(x,), m=0,1,2,3,...,
lezi v I, pak existuje x* € I takové, Ze
f(z*) = 2" =limz,,
tj. (z,) konverguje k pevnému bodu f.
Lze ukazat, ze ¢im vice je hodnota nejmensiho hornitho odhadu mnoziny
{|f'(x)| : x € I} blizsi 0, tim rychleji posloupnost (x,,) konverguje k pevnému

bodu f.

Pro dané xy uvazujme posloupnost (z,) danou predpisem

1
Tpyp 1= xn—z(xi—Q), n=0,1,2,3,.... (1.7)

Vimnéme si nejprve, ze £1/2 jsou pevné body funkce f(z) := z — i(xQ —2).

Lze si rozmyslet (viz také obr. 1.13), Ze posloupnost (1.7) konverguje k /2
pro libovolné zy € (0,4).

f(@) ol

OfF = = e e e e - -
S

N

Obrézek 1.13: Grafy funkef f(z) =z — 1(2* —2) a |f'(z)] = }1 - %x}

13V pravém, resp. levém krajnim bodé intervalu I nepozadujeme existenci derivace,

ale pouze existenci derivace zleva, resp. zprava. Derivaci zleva, resp. zprava funkce f
f@+h)—f(z) i LEth)—f(=)
, resp. lim .
h P ot h

v_bodé z € R definujeme jako lim
h—0—
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Algoritmus (Metoda prosté iterace)

1. € > 0 (ukonc¢ujici podminka)
xo (pocatecni aproximace)
n=>0
z1 = f(wo)
2. while |z, — x| > €
n=n+1
Tny1 = f(2n)
end
3. Tpy41 aproximuje feSeni rovnice f(z) =z

Na obr. 1.14 je ilustrovdna konvergence posloupnosti (1.7) k pevnému
bodu /2 funkce f pro xqg = 1.

15+ f(z)

|
I
|
05 !
I
I
I
1

Obréazek 1.14: Ilustrace konvergence metody prosté iterace k pevnému bodu

V2 = 1,41421356 funkee f(z) =z — 1(2? — 2)

Naleznéme nyni pomoci metody prosté iterace ptiblizné feSeni rovnice
_z
10e710 —z =0. (1.8)
Reseni rovnice (1.8) prevedeme na feseni rovnice
_z
10e7 10 = x,

tj. budeme hledat pevny bod fukce f(z) := 10e~10. Lze si rozmyslet (viz
také obr. 1.15), ze posloupnost (x,) danéd predpisem

Tns1=10e"T, n=0,1,2,3,...,
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konverguje k pevnému bodu funkce f pro libovolné xy > 0. Na obr. 1.16
je ilustrovana konvergence této posloupnosti k pevnému bodu funkce f pro
o = 1.

Obrézek 1.15: Grafy funkef f(z) = 10e710 a | f/(z)| = |—e 10|

10

LUl
0 Zo 2 429 xry 6 x3 8 T 10

Obrazek 1.16: Tlustrace konvergence metody prosté iterace k pevnému bodu
r* = 5,67143290 funkce f(z) = 10e” T

Newtonova metoda

Zabyvejme se nyni feSenim rovnice

g(x) =0. (1.9)

Predpokladejme, Ze g je spojita a ma spojitou a nenulovou derivaci v néjakém
okoli™ U(x*), kde z* fes{ rovnici (1.9). Budeme vychdzet z metody prosté

140kolim U(x*) budeme rozumét néjaky otevieny omezeny interval se stiedem v z*.

20



iterace. Protoze x* tesi rovnici (1.9), tak z* fesi také rovnici

9(@)
= = — 1.10
S CEEE ) (1.10)
kde h je libovolnd nenulové a diferencovatelna funkce na okoli U(z*). Pak
dale plati, ze

g'(@)h(x) — g(x)l' (z)

P =1-

pro vSechna = € U(z").

h?(x)
Pro ,dobrou* konvergenci budeme pozadovat f'(z*) = 0, tj.
/ *
IACH N
h(x*)

Odtud h(z*) = ¢'(z*). Volime proto h(z) = ¢'(z). Dostavame tak, ze po-
sloupnost (z,) definovana predpisem

g(w,)
Tpal = Ty — , n=20,1,2,3,..., 1.11
+ g/(l‘n) ( )

konverguje k feseni x* rovnice (1.9), pokud zg je dostatecné blizko z*, funkce
f je dané (1.10) a jsou splnény piedpoklady véty ze str. 18.

Algoritmus (Newtonova metoda)

1. € > 0 (ukoncujici podminka)
xo (pocatecni aproximace)
n =20
x1 = o — g(20)/9' (o)

2. while |z, — x| > €

n=n-+1
Tny1 = Tn — 9(Tn)/ 9 (25)
end

3. x,41 aproximuje feseni rovnice g(x) =0

(T, g(x,)) ma tvar

t: y=g'(za)(r—2a)+ glzn).

Hledéame-li prusecik piimky ¢ a osy x, fesime rovnici
g (xn)(x — ) + g(z,) = 0. (1.12)
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Je-li ¢'(x,,) # 0, pak lze feseni rovnice (1.12) psat ve tvaru

g(zn)
g'(xn)
Porovname-li pak posledni rovnost s iteraéni formuli (1.11), zjistime, ze kazdé
Tni1 vytvorime jako prusecik tecny sestrojené ke grafu funkce g v dotykovém
bodé (z,, g(z,)) a osy z. Proto se Newtonova metoda ¢asto nazyvé metodou
tecCen.

Na obr. 1.17 ilustrujeme pfiblizné feseni rovnice g(z) :=e* —1/7 =0
pomoci Newtonovy metody pro xy = 1.

::L‘n

|
| |

| | [l

| | 11 I I
05 1z 153, 292 25 3 35

Obrazek 1.17: Ilustrace konvergence Newtonovy metody k TfeSeni
r* = 1,94591015 rovnice g(x) :=e ¥ —1/7=10

Piiklad 1 Pomoci Newtonovy metody aproximujte feseni rovnic
1) Inz+ (z — 1) =0,
2) x+e =1

Piiklad 2 Pomoci Newtonovy metody najdéte priblizné hodnoty éisel v/2
a .

1.6 Jak pracuje kalkulacka — k ¢emu je dobry
Taylortv polynom?

Pri feSeni ruznych matematickych loh se setkdvame s potiebou vyéislit hod-
notu néjaké funkce v daném bodé. V nékterych piipadech to ale muze byt
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obtizné. Uvazujeme-li napiiklad funkci y/z, pak urcit hodnotu této funkce
v bodé 1 je jednoduché: v/1 = 1. Jak ale pomoci desetinného ¢isla (alespoit
priblizné) zapsat hodnotu funkce /x napiiklad v bodé 27 Nabizi se feSent:
pouzijeme kalkulacku. Jak ovSem c¢islo 1,414213 . .. spocetla kalkulacka? V té-
to kapitole si ukazeme postup, jak lze ptiblizné vypocist hodnoty ,obtizné
vycislitelnych® funkei v ruce a simulovat tim praci jednoduché kalkulacky.
Nejprve si zavedeme nékolik pojmi, s nimiz budeme déle pracovat.

Ma-li funkce f v bodé zy derivace az do fadu n € N vcetné, definujeme
Tayloruv'® polynom fadu n funkce f v bod& z( vztahem

" To ) (n) Zo .
Tn(l') = f(.’L'o) + f/(l'o)(.%' — .To) + f ;‘ )(.’L' — .%'0) + -+ fT(‘>(l' — .%'0)
—~ [® (o) K
= T(x — )",

k=0

Okolim bodu zy € R o poloméru § > 0 budeme rozumét otevieny interval
(xo — d, 20 + d) a budeme jej znacit Us(zo).

Nyni budeme chtit aproximovat funkci f na okoli Us(xy) Taylorovym po-
lynomem,'% ¢fmz se dopustime uréité chyby. Vyhodou lokalni aproximace
funkce pomoci polynomu je napftiklad to, ze funkéni hodnotu polynomu lze
spocist pouze pomoci operaci s¢itani a nasobeni. Obvykle ¢im vyssi stupen
Taylorova polynomu pak budeme pfi aproximaci uvazovat, tim mensi se do-
pustime chyby (tj. tim pfesnéjsi nahrazeni ziskdme).

Taylorova véta Predpoklidejme, Ze funkce f ma v kazZdém bodé okoli
Us(xg) vSechny derivace aZ do Tadu n+1 véetné, a uvazujme x € Us(xg). Pak
existuje cislo & leZici mezi xo a x takové, Ze plati

f(x) = To(z) + Rpja (),
kde R, 1 — tzv. zbytek po n-tém &lenu - je dany vztahem

(n+1)
Royi(z) = JZTLTl()é')(x — x0)" .

Uvedend podoba zbytku se nazyvé Lagrangeuv!” tvar zbytku. Existuje

v~/

15Brook Taylor (1685-1731) — anglicky matematik

6 Toto nahrazeni budeme zapisovat takto: f(z) ~ T),(z).

17Joseph Louis Lagrange (1736-1813) — vyznamny italsko-francouzsky matematik a
mechanik
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f v o € Us(zg) hodnotou Taylorova polynomu T,, v x lze zjistit odhadem
velikosti zbytku R, 41 (x).

Vratme se na chvili zpét k nasemu problému jak (ptiblizné) vyjddiit hod-
notu &isla v/2. Pouzijeme vyse uvedenych tvah a funkci f(z) = /z na-
hradime na okoli bodu zy = 1 Taylorovym polynomem napiiklad stupné 4.
Dostaneme tak (viz také obr. 1.18)

" " (4)
Vi & 1) = FO+ O+ T @1 L0 oy Wy

6

a proto pro x = 2 mame

Obréazek 1.18: Nahrazeni funkce f Taylorovym polynomem 7 v bodé 1

V3~ Ty(@) = f(1) 4 f1) 4+ 20 170 10

2 6 24
Pocitejme:

1 1

o f'(z) = SN ()= 3
1 1
o f(x)= W f(1) = 7
3

° f///( ) — 8\/1._57 f///(l) — g’
. fO) =0 fO) =
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Tedy

1 1 3 15
2~ 1+ - — -+ — — — =1,3984375.
V2 +2 8+48 384 ’

Neni tézké v tomto piipadé odhadnout velikost zbytku R5(2). Protoze

105

) () =
fP () ek

plati

A
5!

7
2 —1)° = — =0,02734375.
(2-17=5==0,

R5(2) <
Lepsi presnosti vyéisleni hodnoty v/2 bychom doséhli, pokud bychom zvolili
vyssf f4d Taylorova polynomu funkce y/z v bodé 1.18:19

Piiklad 1 Pomoci Taylorova polynomu uréete piiblizné hodnotu &isla e.?°
Piiklad 2 Pomoci Taylorova polynomu uréete piiblizné hodnotu &isla 7.2t

Zkusme se zamyslet, zda by neSlo nasi jednoduchou kalkulacku néjak
zrychlit, tedy zda muzeme dosdhnout stejného ptiblizeni k pozadované hod-
noté s vyuzitim mensiho poétu aritmetickych operaci. Odpovéd zni ano —
muzeme pouzit metodu prosté iterace, kterou jsme si jiz popsali v kapitole
1.5. Pripomenme si v tuto chvili alesponn dany itera¢ni algoritmus pro na-
lezeni feseni rovnice f(x) = x, tj. pro nalezeni pevného bodu funkce f, za
predpokladu, ze f spliuje predpoklady véty ze str. 18.

18Zkuste si rozmyslet, ze T,,(2) = 1+ <5 - % 5 (- i) + 3 3+L (-1 + -
P () (3 () () =1 3 G S,

vevs

je rozumnou volbou zy = 49/25

20N4povéda: Pouzijte Taylortiv polynom stupné n funkce f(x) = e ve vhodném bodé
Zo-

2IN4povéda: Pouzijte Tayloritv polynom stupné n funkce f(x) = arctgz ve vhodném
bodé Zg-
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Algoritmus (Metoda prosté iterace)

1. € > 0 (ukoncujici podminka)
xo (pocatecni aproximace)
n=>0
x1 = f(wo)
2. while |z, — x| > €
n=n+1
Tny1 = f(2n)
end
3. T,41 aproximuje feseni rovnice f(z) = x

Ptipomenme si dale (viz str. 18), ze posloupnost (z,) dand predpisem

1
T =2, — k(22 —2), n=0,1,2,3,..., k::z, (1.13)

konverguje k /2 pro libovolné x4 € (0,4). (v/2 je pevnym bodem funkce
f(z):=2—k(z* —2).)

Piiklad 3 Zménte koeficient k& v (1.13) tak, aby danéd posloupnost kon-
vergovala k /2 rychleji nez stdvajici posloupnost (1.13), pokud pocateéni
aproximace je o = 1. Zménte koeficient k v (1.13) tak, aby posloupnost

konvergovala k v/2 pro zy = 5.

Piiklad 4 Pomoci metody prostych iteraci urcete ptiblizné hodnotu ¢isla .
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Kapitola 2

Ijlohy z linearni algebry

2.1 Neékolik definic na dvod: matice, soucin
matic a inverze matice

Uvazujme prvky xq, s, ..., T, z dané mnoziny F C R. Aritmeticky vektor
(n-rozmérny) je uspotradanda n-tice Cisel, jejiz prvky se nazyvaji slozky. Tyto
usporadané n-tice budeme zapisovat do hranatych zavorek do radku nebo
sloupcti:

x
x =|x1,29,...,2,] mnebo x=

T

Struéné piseme téz x = [z;]. Nékdy je uzitecné zapisovat i-tou slozku vektoru
x jako [x];, tedy x; = [z];. Pro libovolny skalar « a aritmeticky vektor x déle
definujeme jejich soucin jako

ar = o).

Scitani a odecitani dvou aritmetickych vektori z a y o n slozkéch je dano
predpisem

a jejich skaldarni sou&in definujme vztahem

TY 1= X1y + T2y + 0 Tpln.
Uvazujme prvky aii, aq2, ..., an, 2 dané mnoziny F C R. Matice typu
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Ulohy z linedrni algebry

(m,n) je obdélnikova tabulka

ay;y ... Qip
A= ,
Am1 .. Amn
kterd md m - n prvku a;; uspofadanych do m fadka r* a n sloupcu s;-‘, takze
A
St
: A A
A= : :[31,...,sn],
A
Tm
alj
A A .
r; :[aﬂ)"')ain]) Sj =
amj

Strucné piseme téz A = [a;;] a ij-tou slozku matice A muzeme alternativné
zapsat jako [A];;, tedy a;; = [A];;. Opét pro libovolny skaldr o a matici A
definujeme jejich soucin jako

aA = [aa;].
Séitani a odecitani dvou matic téhoz typu je dano predpisem
[A £ Blij == [A];; £ [Blij.

Nyni si zavedeme operaci ndasobeni matic. Nejdiive ovSem zadefinujme
soucin matice a vektoru. Souc¢inem matice A = [a;;] typu (m,n) a sloup-
cového vektoru = = [z;] o n slozkdch nazyvame sloupcovy vektor y o m
slozkach definovany predpisem

y=Ax = x50 + - a5

Rozepsanim této definice po slozkdach dostaneme

yi = [Az]; = apxr + - -+ @iy = 7“§4$-
Nyni prejdéme k ndsobeni matic. Jestlize A je matice typu (m,¢) a B je
matice typu (¢,n), pak sou€in matic A a B je matice AB typu (m,n)
definovana predpisem

AB = [Asf,...,AsB}.

n
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Rozepiseme-li si definici ndsobeni matic po slozkach, dostaneme

[AB]Z] = ailblj + -+ aigbgj = TZA S]-B.

Nakonec si zavedeme inverzni matici. Necht A je ¢tvercovd matice (tzn.
jde o matici, kterd ma stejny pocet radku a sloupci). Jestlize existuje matice
B tak, ze

AB=BA=1,1

pak se matice B nazyvd inverzni matici k matici A a znaci se A~ Ctver-
cova matice, ke které existuje inverzni matice, se nazyva reguldrni. V o-
pacném piipadé takovou matici nazyvame singuldrni. D4 se ukazat, ze ke
kazdé regularni matici existuje pravé jedna inverzni matice.

Mnohem vice detaili o vektorech, maticich a operacich s nimi lze nalézt
napiiklad v [5].

2.2 Jednoduchy model vyhledavani v data-
bazich

V této kapitole si ukazeme jednoduchou ilustraci toho, jak lze pomoci vektoru
a jejich skalarnich sou¢inu prohledavat databaze.

Nejprve si pfipomenme, ze pro skalarni soucin dvou aritmetickych vektoru
x = [x;] ay = [y] o n slozkdch plati vztah

zy = ||z[l |yl cos ¢,

kde

]| := VT = \fad + af+ -+ a2

je velikost vektoru z (analogicky definujeme pro y) a ¢ je uhel, ktery sviraji
vektory x a y (viz obr. 2.1).2

Nyni si uvedeme jednu z moznych definici blizkosti vektoru. O dvou aritme-
tickych vektorech fekneme, ze jsou si ,blizké“, pokud je jejich thel ¢ blizky
0, tj. hodnota cos ¢ je blizka 1. Napi. na obr. 2.2 je vektor x ,blizky“ y a
vektor z ,neni blizky“ ani z ani y.

'Matici I ifkdme jednotkova matice a definujeme ji takto

1 00 --- 0 O
o1 0 --- 0O
I={. . . . .
o o0 o0 --- 01

2Uhel ¢ tedy lezi v intervalu (0, 7).
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Obrézek 2.1: Uhel  mezi vektory x a y

Y

©2

z

Obréazek 2.2: , Blizkost“ vektoru

Pravé blizkosti vektoru muzeme vyuzit pti vyhledavani v databazich.
[lustrujme si to na nasledujicim ptikladé. Méjme kuchaiskou knihu, ktera
obsahuje m receptu, kde kazdy recept obsahuje nékterou z k surovin. Tako-
vou databézi recepti muzeme popsat m vektory ri,79, ..., 1, o k slozkach.
Kazdy vektor r; bude obsahovat jen nuly a jednicky (0, resp. 1 na dané po-
zici v piipadé, ze danou ingredienci neobsahuje, resp. obsahuje). Chceme-li
vybrat recept se surovinami, které nejlépe spliuji nase pozadovand kritéria,
pak muzeme nas pozadavek zapsat jako vektor p o k slozkach a nasim tkolem
bude najit vektor r; z vektoru ry, 7o, ..., 7y, ktery je nejblize vektoru p, tj.
plati, ze

i p
COS ; = —————
leeival
je nejvetsi ze vSech
cosw:&, (=1,2....m.
[l {11l

Na obr. 2.3 ilustrujeme databazi ctyT recepti, pricemz danému pozadavku
p na suroviny je nejblize recept ro. Vektor p naseho pozadavku na suroviny
musi mit stejny ,format“ jako nase recepty. Zejména si uvédomme, ze 0 na
dané pozici vektoru p znamena, ze pozadujeme, aby recept danou surovinu

30



™

T2
T3

T4

Obrazek 2.3: Vektorovy model receptu a dany pozadavek

neobsahoval. Tato skutecnost nam ¢asto muze ptekazet, a proto je vhodné
provést ,projekci® receptu (a vektoru p) jen do téch slozek, ve kterych je p
nenulovy.® Ukdzeme si to na piikladu jednoduché databéze tif receptii

rp=[1,1,1,0,0], 7o =[1,0,1,1,1], r3=[1,0,0,1,1],

kde jednotlivé slozky postupné odpovidaji ingrediencim kuie, veprové, cesnek,
cibule, mrkev. Nyni nas bude zajimat, které recepty obsahuji kute a cibuli.
Nas pozadavek muzeme zapsat jako

p=11,0,0,1,0],

tim ale fikame, ze nechceme, aby recept obsahoval veprové, cesnek a mrkev.
Ve skutecnosti nas vSak obsah ostatnich ingredienci nezajima a provedeme
proto ,projekci na prvni a étvrtou slozku?

r=[1,0], ro=][1,1], rs=][1,1], p=][1,1]

a pomoci kosinu uhli mezi ,projektovanym® p a ,projektovanymi® recepty
zjistime, ze nasemu pozadavku (na obsah kufete a cibule) jsou neblize re-
cepty 2 a 3.

Priiklad 1 Popiste néasledujici recepty pomoci aritmetickych vektoru:

1. Buchty - ingredience: 100 g Hery, 100 g cukru moucka, 2 vejce, 500 g hladké mouky, 1/4 1 mléka,
30 g drozdi

2. Cinské placicky - ingredience: 3 silngjsi kufeci fizky, 3 vejce, 1 drobné nakréjena cibule, 4 lzice
Solamylu, sul, 4 1zice oleje, 1 1zice sojové omacky, 1 1zice worcesterové omacky

3. Cockova polévka - ingredience: 1 1zice olivového oleje, 1 mrkev, 1 cibule, 4 strouzky cesneku, 50 g
zitné mouky, 450 g ¢ocky, sul, 1 kostka zeleninového bujénu, podle chuti chilli nebo cayensky pept,
majordnka, 10 g maésla, 2 1zice plnotu¢né hotcice, 2 vejce, petrzelka

3To, zda ,projekci“ provedeme &i ne, tedy miize ovlivnit vysledek vyhleddvéni.
4Tedy na ty slozky, ve kterych je pozadavek p nenulovy.
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32

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Doméci buchty - ingredience: 600 g polohrubé mouky, 1/4 1 mléka, 2 vejce, 10 lzic oleje, 40 g
cukru, 1 prések do peciva, 1 kosticka drozdi (42 g), Spetka soli

Evikova mnamka - ingredience: 4 kufeci Fizky, 8 platku anglické slaniny, syr podle chuti (eidam,
blatécké zlato, hermelin, niva..., ale vzdy jen jeden druh), 1 cibule, siil, pepf, 50 g mésla, 1 lzice
sojové omacky

Chléb - ingredience: 1,5 lzice octa, 3 lzice olivového oleje, 10 g cukru, 3 1zicky soli, 360 g hladké
mouky psSeni¢né, 140 g zitné mouky, 75 g celozrnné mouky zitné, 75 g celozrnné mouky psSeni¢né,
l1zice kminu, 15 g suSeného drozdi

Chlebickova pomazanka - ingredience: 100 g brambor, 1 cibule, 1 1zice tatarské omécky, sul, pepf

Kokosova hrnickova babovka - ingredience: 200 g hladké mouky, 10 lzic kokosu, 100 g cukru
krupice, 1/4 1 mléka, 6 lzic oleje, 1 prések do peciva, 1 vanilkovy cukr, 3 vejce

Kufeci kousky v syrovém tésticku - ingredience: 4 kufecich prsicek, sul
Tésticko: 1 vejce, 0,05 1 bilého vina, 80 g hladké mouky, strouhany syr
Dresink: 100 g bilého jogurtu, 5 1zic tatarky, mlety bily pepf, sul, 2 strouzky cesneku

Parizské kostky - ingredience: 440 g polohrubé mouky, 220 g cukru, 7 lzic oleje, 1/4 1 vlazného
mléka, 2-3 lzice kakaa, 1 prasek do peciva, 3 celd vejce

Pernik - ingredience: 1/2 kg polohrubé mouky, 350 g cukru krystal, 1/2 1 mléka, 10 lzic oleje, 2 celd
vejce, 4 lzice roziedénych povidel, 2-3 lzice kakaa, 1 1zicka jedlé sody, 1 prasek do peciva, Spetka
soli, 1 1zicka mleté skofice, lze pfidat najemno nastrouhand 2-3 jablka

Pizza tésto - ingredience: 0,5 kg hladké mouky, 1 1zice olivového oleje, 1 1zice soli, 15 g drozdi
Plnéné kufe - ingredience: 1 kufe, 1 velka cibule, 3 pldatky anglické slaniny, 2 1zice oleje, sul

Plnény cop - ingredience: 500 g polohrubé mouky, 50 g mouckového cukru, 3 zloutky, 100 g
rozpusténého masla, spetka soli, 0,2 1 mléka, 40 g drozdi

Népln: 5 1zic strouhanych liskovych ofisku, 100 g cukru, 3 vejce, Spetka skofice, vejce na potieni,
sekané orisky na posypéani

Tatranské pracny - ingredience: 300 g hladké mouky, 250 g Hery, 100 g mouckového cukru, 1 vejce,
1 1zice kakaa, 1 1zicka skofice, 6 1zic mletych ofechu, ofisku nebo mandli (muze se i namichat)

Tradi¢ni italské lasagne - ingredience: Bolonska omécka: 1 1zice olivového oleje, 1 stfedni cibule,
1 strouzek Eesneku, 500 g mletého hovéziho (kufeciho, sdjového masa, jaké kdo md rad), 250 g
oloupanych celych ¢i nakrajenych rajcat v plechovce, 2 1zice rajcatového protlaku, 4 1zice cerveného
vina, sul, Cerstvé namlety pepr

Syrova oméacka: 50 g mésla, 50 g mouky, 0,6 1 mléka, syr na strouhdni (¢edar), 12 listu vajeénych
téstovin - lasagni

Veptova kyta - ingredience: 6 fizku z veptové kyty, 1 1zicka soli, 1 1zi¢ka pepte, 1/2 lzice sola-
mylu, 1 1zice worchestrové omdcky, 2 strouzky ¢esneku, 1/2 1zicky majordnky, 2 vejce, 1 lzice raj.
protlaku, 1 1zice oleje

Nyni zkuste na zékladé vyse popsané blizkosti vektoru vyhledat, které
recepty obsahuji ingredience nejlépe odpovidajici témto pozadavkim:

1) cukr, drozdi, Hera, kakao, mouka a skofice,

2) sul, syr a worchester,

3) ¢esnek, hofcice, kufeci maso, majoranka, pept, slanina a sul.



Priiklad 2 Vyhledejte recepty z nasi databéze, které neobsahuji

1) mléko, jogurt, maslo, syr ani tatarskou omacku (recepty pro pacienty
s alergii na bilkovinu kravského mléka),

2) zadné maso (hoveézi, kufeci, vepfové) ani slaninu (vegetaridnské re-
cepty).

2.3 Geometrické transformace

Nejdiive si pripomeneme nékteré pojmy z oblasti geometrickych zobrazeni.
Geometrickym zobrazenim rozumime zobrazeni, které geometrickému tt-
varu U pritadi geometricky utvar U’. Utvar U je tzv. vzor a tutvar U’ se
oznacuje jako obraz. Podivejme se blize na tii konkrétni typy zobrazeni, a to
stejnolehlost, rotaci a posunuti.

Stejnolehlost

Uvazujme bod S € R, kde n € {2,3}. Geometrické zobrazeni, pii némz
obrazem bodu S je bod S a obrazem kazdého bodu A € R", A # S, je
takovy bod A" € R™, ze pro vektor SA’ plati SA’ = kSA, kde k € R\ {0, 1}
je pevné zvolené, se nazyvé stejnolehlosti (nebo také homotetii). Bod
S nazyvame stfedem stejnolehosti a k koeficientem stejnolehlosti.
Stejnolehlost s kK = —1 je stfedovou soumérnosti.

Obrazek 2.4: Stejnolehlost (v roving) s koeficientem x = 2 a stfedem
v pocatku (vzor zelené, obraz modre)
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Rotace

Rotace (otoZeni) v roviné je geometrické zobrazeni, které je charakteri-
zovano tim, ze spojnice vSech bodu s pevné zvolenym bodem S, tzv. st¥edem
otoZeni, se zméni o stejny thel @, tzv. dhel oto&eni, a vzddlenost bodu
od stfedu otoceni zustava nezmeénéna.

Obrazek 2.5: Rotace s thlem ¢ = 7/4 a sttedem v pocatku (vzor zeleng,
obraz modie)

Posunuti

Posunuti (translace) je geometrické zobrazeni, které je charakterizova-
no tim, ze vsechny body transformované mnoziny bodu zméni své kartézské
soutadnice o stejnou hodnotu, tj. ke kazdému bodu pricteme stejny vektor
posunuti.

Nyni si ukazeme, jak lze pomoci elementarnich maticovych operaci zapsat
vyse uvedena zobrazeni. Zapisme soutadnice vzoru geometrického zobrazeni,
tj. bodu z R? & R3, do sloupcového vektoru. Pokud vzorem zobrazen{ je vice
bodi, zapiseme je jako sloupce matice P. Obraz bodu ve stejnolehlosti s ko-
eficientem k a stfedem v pocatku zapiseme jako sou¢in transformacni matice
T typu (n,n) a matice P, pficemz n je dimenze prostoru, ve kterém zobra-
zujeme (tj. 2 nebo 3). Matice T'méa vSechny prvky na hlavni diagonéle rovny
koeficientu stejnolehlosti x. Vsechny dalsi prvky jsou nulové.? Pro n = 2

5Tedy T = I, kde I je jednotkové matice.
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Obrazek 2.6: Posunuti (v roviné) o vektor [1, 1] (vzor zelen¢, obraz modie)

zapiseme obrazy bodt v rotaci s ihlem otoceni ¢ a stfedem otoceni v pocatku
jako soucin transformaé¢ni matice R a matice P, pficemz

n_ | cose —sinp
| sinp  cosp |’

Posunuti s vektorem posunuti p realizujeme tak, ze ke kazdému sloupci ma-
tice P pficteme sloupcovy vektor p.

Priklad 1 Implementujte geometricka zobrazeni stejnolehlost, rotaci a posu-
nut{ v roviné. Naleznéte obraz trojihelniku s vrcholy [1, —1], [2,0] a [1,1] ve
stejnolehlosti se stfedem v pocatku a s koeficientem stejnolehlosti K = 2.
Tento obraz transformujte rotaci se stfedem otoceni v pocatku a thlem
otocCeni ¢ = /2. Nakonec na tento novy obraz aplikujte posunuti s vektorem
posunuti p = [—3, —2|. Zobrazte vzor (tj. puvodni trojihelnik) a jednotlivé
obrazy (pouzijte napt. matlabovskou funkei £i11).

Priklad 2 Vytvoite funkci s ndzvem transformace, kterd transformuje za-
dany bod podle vstupnich parametru:

transformovany bod = transformace(bod, k, ¢, p).

Transformaci budeme chépat ve smyslu ptikladu 1, tj. nejdiive aplikujeme
stejnolehlost se stredem v pocatku a s koeficientem k, poté rotaci se stredem
v pocatku a thlem otoceni ¢ a nakonec posunuti s vektorem posunuti p.
Tuto funkci pouzijte pro vytvoreni rutiny, ktera transformuje n-ihelnik za-
dany matici P (sloupce matice jsou tvoreny vektory soufadnic vrcholu).
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Priiklad 3 Vytvorte rutinu, kterd v kazdé iteraci s danou pravdépodobnosti
provede transformaci bodu z predchozi iterace podle tabulky 2.1. Transfor-
movany bod v kazdé iteraci vykreslete. Jako pocédtecni bod volte [0,5,0,5].
(Tento piiklad byl pfrevzat a upraven z [3].)

pravdépodobnost | k (stejnolehlost) | ¢ (rotace) | p (posunuti)
0,85 0,85 —0.05 [0,1,5]
0,07 0.3 1 [0,1,5]
0,07 0.25 ) [0,0,5]
) .10 0
0,01 transformace definovana matici { 0 015 |

Tabulka 2.1: Krok iteraéné definovaného geometrického zobrazeni
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Kapitola 3
Pocatecni ulohy

3.1 Strucény uvod do pocatecnich dloh a jak
je Tesit

Na tvod se nauc¢ime pracovat se specidlnim typem rovnice — s tzv. diferenci-
alni rovnici. Pomoci diferencialnich rovnic 1ze popsat celou fadu zédkonitosti,
které se objevuji v pfirodnich a spole¢enskych védach. Podrobné se tomuto
typu rovnic vénuje text [8]. V této ¢dsti si také ukazeme, jak lze diferencidln{
rovnice numericky fesit. A v nasledujicich podkapitolach budeme pomoci di-
ferencidlnich rovnic konstruovat modely popisujici nékteré jevy, se kterymi
se bézné setkdvame. Na zaveér poznamenejme, ze mnoho dalsich zajimavych
aplikaci obycejnych diferencidlnich rovnic lze nalézt v [8, 9].

Obycejnou diferencidlni rovnici 1. ¥adu rozumime rovnici tvaru

y'(t) = f(ty(t)), (3.1)

kde f: R? — R je zadand funkce a y je ,hledand“ funkce.
ReSenim této rovnice na otevfeném intervalu (a,b) (a < b) rozu-
mime kazdou funkci g: (a, b) — R takovou, ze pro vsechna ¢ € (a,b) plati

y(t) = f(t,5(t)).

Napiiklad funkce y(t) := ¢, t € (0,+00), je feSenim diferencidlni rovnice

y'(t) = %t) na intervalu (0,400). Jinym feSenim této rovnice na intervalu
(0,400) je napiiklad funkce g(t) := 2t, t € (0,+00), ¢i y(t) = 3t, t €
(0, +00). Neni tezké ukdzat, ze pro libovolné k € R je funkce gx(t) := kt,
t € (0,400), fesenim diferencialni rovnice y'(t) = @ na intervalu (0, +00).

Nase uloha méa nekonec¢né mnoho feseni. Zkusme navic ptridat k nasi rovnici
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napiiklad podminku y(1) = 2, tj. chceme nalézt funkci, kterd resi nasi rovnici
a navic jeji funkéni hodnota v ¢ = 1 je rovna 2. Lze ukézat, ze takova tuloha
ma na (0, 4+00) pouze jediné feseni y(t) = 2t.

Ulohu, kterd se sklddé z hledéni fesenf obycejné diferencialni rovnice
1. tddu, které mé navic spliovat tzv. pocateéni podminku y(ty) = yo, na-
zyvame Cauchyovou tlohou! a zapisujeme ji obecné takto:

y'(t) = [t y(t)), }

y(to) = Yo

(3.2)

Pokud m4 funkece f(,y(t)) specidlni tvar,? pak existuji metody, jak ana-
lyticky fesit vyse popsanou Cauchyovu tlohu. Casto vsak analytické fesen{
nalézt nelze nebo by jeho nalezeni bylo prilis narocné. V takovém piipadé
se nabizi pouziti nékteré z numerickych metod pro ptiblizné feseni Cauchyo-
vych tloh. Podivejme se nyni na jednu z téchto metod — Eulerovu metodu.?
O funkci f budeme déle predpoklddat, ze je v mnozing D = {(t,y) € R? :
to < t} spojita a také jsou v D spojité derivace této funkce podle proménné y.

Eulerova metoda

Eulerova metoda je nejjednodussim zpusobem numerického feseni Cau-
chyovych tloh. Vystup Eulerovy metody nam aproximuje feseni Cauchy-
ovy ulohy (3.2) na intervalu (to,ty) (tento interval specifikujeme nize). Me-
toda vyuziva aproximace derivace* funkce y v bodé t pomoci tzv. dopfedné
diference y v tomto bodé

Lyt +h) —y()

/tN
y'(t) 7 :

kde h je ,malé“ a kladné.
Po jednoduché tpravé dostaneme

y(t+h) = y(t) + hy'(t).

Nahradime-li funkci /(¢) funkei f(¢,y(t)) (viz diferencidlni rovnici lohy
(3.2)), ziskdme vztah

y(t+h) = y(t) + hf(ty(t)). (3-3)

'Pojmenovana podle francouzského matematika Augustina Louise Cauchyho (1789
1857).

2Napiiklad f zavisi linedrné na y, tj. f(¢,y) = a(t)y+b(t), kde a a b jsou redlné funkce.

3Publikoval ji vyznamny §vycarsky matematik a fyzik Leonhard Euler (1707-1783)
v roce 1768.

4Pro jistotu piipomenime, Ze derivace funkce y v bodé ¢ je definovdna jako
lim YE+R—y(t)
h—0
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Déle zvolme ,dostatecné malé“ pevné h > 0 a sestrojme posloupnost
to, tl ::to—l-h, tz I:t0+2h, ey tN :to—l—Nh

Ozna¢me pomoci y, aproximaci hodnoty ptesného feseni y(t,). Po dodani
pocatecni podminky dostavame z (3.3) rekurzivni vztah

Yo :y(t0)7
yn-i-l:yn—'_hf(tnayn)) n:())la"'aN_]-) } (34>

ktery pouzijeme pro numerické feseni Cauchyovy tlohy (3.2). D4 se ukazat,
ze odhad chyby aproximace feseni Cauchyovy tlohy pomoci Eulerovy metody
v bodeé t; je pfimo imérny druhé mocniné kroku h. Odhad chyby aproximace
feSeni Cauchyovy tulohy v bodé ty je ptimo umeérny kroku h. Plati totiz,
ze absolutni hodnotu chyby aproximace feseni Cauchyovy tlohy v bodé ty
muzeme odhadnout shora vyrazem

M

i (efUn=to) — 1) 1 (3.5)

(tento odhad je mozné pouzit jen pii splnéni podminky Kh < 1), kde

0
K = max —f(t, y)’
te(totn), ye(o.yn) | OY

of  ,of

M = max 5

te(to,tn), YE(Yo,YN)

3.2 Modelovani zmény koncentrace 1éka v kr-

V1

V této casti se pokusime vytvorit matematicky model, ktery popisuje, jakym
zpusobem se mén{ koncentrace 1éku v krvi v zavislosti na ¢ase. Necht funkce
c(t) > 0 udava okamzitou koncentraci latky (vhodného 1éku) v krvi v case
t (v pug/ml). Lékarskymi pokusy bylo zjisténo, ze pokles koncentrace této
latky v krvi je pfimo imérny jeji samotné koncentraci, tj. plati:

d(t) = —ke(t),

5Symboly g—z{: a % oznacuji parcidlni derivaci funkce f podle proménné y, resp. t.

O parcidlnich derivacich se vice dozvite v kapitole 5.1.
6Uvédomme si, ze koncentrace léku v krvi klesa. Proto zména koncentrace 1éku popsana
funkei ¢’ je zadporn4.
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kde k > 0 je konstanta.” Tato konstanta popisujici tibytek dané latky je
urcena dvéma farmakokinetickymi parametry, kterymi jsou clearance (mira
schopnosti organismu eliminovat latku) a distribu&ni objem (mira kapa-
city zdanlivého prostoru, ktery je v organismu pro tuto latku k dispozici).
Clearance budeme déle znacit ¢/ a jeji jednotky budou mf/min, distribuéni
objem oznacime vy a jeho jednotky budou ¢. Pokud zvolime jako jednotku
¢asu hodiny, muzeme konstantu & popsat nasledujici zavislosti
s
Vg

Déle pro jednoduchost predpokladejme, ze latka je distribuovana do krve
intravendzni injekci a rozsituje se do krve okamzité. Predpokladejme, ze timto
zpusobem bylo v case t = 0 dodano do krve takové mnozstvi latky, ze jeji
koncentrace v krvi méla hodnotu ¢y. Tim jsme ziskali jednoduchy model,
popisujici hodnoty koncentrace latky v krvi po jeji intravendzni aplikaci:

d(t) = —ke(t),
(((f)) . " } (36)

U léciv je dalsim vyznamnym farmakokinetickym parametrem dZinna
koncentrace. Ta uddva hodnotu koncentrace ¢i interval hodnot koncent-
raci, pti kterych latka pusobi prospésné na organismus. Pokud zname hod-
notu vyse zminénych farmakokinetickych parametru pro konkrétni lécivo,
muzeme vyuzit fesenf tlohy (3.6) pro odpovéd na otézku, jak casto je tfeba
lék obsahujici tuto latku pacientovi aplikovat pro zajisténi uspésné 1échy.
V nasledujicich piikladech predpokladame, ze pacientem je prumérnd osoba
s télesnou hmotnosti 70 kg. Hodnoty farmakokinetickych parametriu pro
lé¢iva z téchto piikladu byly prevzaty z [6], kde se lze sezndmit s oblasti
farmakokinetiky daleko detailnéji.

Piiklad 1 Pro 1écbu nemocného s pruduskovym astmatem se pouziva theo-
fylin. Jeho farmakokinetické parametry jsou:

cl =48 ml/min, vy = 35¢,

ucinnd koncentrace se pohybuje v intervalu (10, 20) pug/mf.

Toto 1écivo musime pacientovi podavat v pravidelnych ¢asovych intervalech
tak, aby jeho koncentrace v krvi lécené osoby nepresahla horni mez u¢inné
koncentrace a neklesla pod jeji dolni mez. Na zacatku lécby byla aplikovana

"Hodnota k zavisi na 1éku a pacientovi.
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Obrazek 3.1: Molekula theofylinu

zavadéci davka, ktera zpusobila, ze v ¢ase t = 0 byla koncentrace theofy-
linu v krvi ¢y = 20pg/ml. Dalsi davky chceme aplikovat vzhledem k pohodli
pacienta tak, aby interval podavani Iéku byl co nejvétsi. Zjistéte, po jakém
case T' (v hodindch) je nutné 1ék obsahujici theofylin znovu podat pacien-
tovi. Pripomenme, ze aby byla 1é¢ba 0c¢innd, je tfeba lék pacientovi podat
diive, nez koncentrace theofylinu klesne pod dolni mez tc¢inné koncentrace.
Odhadnéte chybu aproximace koncentrace léku v case T'.

Piiklad 2 Pro lécbu horecnatych stavi, bolesti hlavy, svalu ¢ kloubtu se
pouziva kyselina acetylsalicylova.® Jeji farmakokinetické parametry jsou:

O OH

R

Obrazek 3.2: Molekula kyseliny acetylsalicylové

cl = 650ml/min, vg =114,

ucinnd koncentrace se pohybuje v intervalu (150, 300) pug/mf.

Toto 1écivo musime pacientovi podavat v pravidelnych casovych intervalech
tak, aby jeho koncentrace v krvi lécené osoby nepfesdhla horni mez té¢inné
koncentrace a neklesla pod jeji dolni mez. Na zacatku lécby byla aplikovana

8Kyselina acetylsalicylové je hlavni slozkou 1ékii jako je Aspirin, Acylpirin ¢ Anopyrin.
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zavadeéci davka, kterd zpusobila, ze v ¢ase t = 0 byla koncentrace kyseliny ace-
tylsalicylové v krvi ¢ = 300ug/me. Dalsi davky chceme aplikovat vzhledem
k pohodli pacienta tak, aby interval podavani 1éku byl co nejvétsi. Zjistéte,
po jakém ¢ase T' (v hodindch) je nutné 1ék obsahujici kyselinu acetylsalicylo-
vou znovu podat pacientovi. Aby byla lé¢ba tcinnd, je tieba 1ék pacientovi
podat diive, nez koncentrace kyseliny acetylsalicylové klesne pod dolni mez
ucinné koncentrace. Odhadnéte chybu aproximace koncentrace 1éku v case T'.

3.3 Tak je to padélek nebo to neni padélek
aneb jak poznat stari nékterych ,Vermee-
rovych® obraza?

V této casti se pokusime vytvorit matematicky model, ktery popisuje roz-
pad atomu radioaktivnich prvku. Nez se zacneme zabyvat tvorbou dalsiho
matematického modelu, vratime se v case do doby kratce po konci druhé
svetové valky. Tésné po vialce zjistila nizozemska policie, ze béhem valky
bylo prodano nékolik Vermeerovych? obrazii némeckému ministrovi letectvi
Hermannu Goringovi. Tuto transakeci zprostiedkoval nizozemsky malit Han
van Meegeren. Na zédkladé téchto zjisténych fakta byl 29. 5. 1945 van Mee-
geren zadrzen a obvinén z kolaborace s nepritelem. 12. 7. 1945 van Meege-
ren vydal prohlaseni, ze Goringovi nikdy zadny Vermeeruv obraz neprodal.
Naopak Goringa napalil, protoze obrazy, které mu prodal, jsou podvrhy Ver-
meerovych obrazu a sam je vytvoril.

A aby dokdzal své tvrzeni, zacal jeden z ,,Vermeerovych“ obrazu!® napo-
dobovat. Van Meegeren ptizvanym znalcum predvedl zpusob, jakym vytvaii
barvy, jak pfipravuje platno, ¢i jak zafidi, aby povrch malby vypadal jako
u nékolik set let starého obrazu. Tésné pred dokoncenim podvrhu Vermeerova
obrazu se van Meegeren dozvédél, ze obvinéni z kolaborace bude nahrazeno
obvinénim z padélatelstvi, a tak odmitl tuto kopii dokon¢it. I tak ale vétsina
prizvanych odborniku uznala, ze obrazy prodané Goéringovi jsou pravdépo-
dobné falzum a van Meegeren byl 12. 11. 1947 odsouzen za padélatelstvi na
rok do vézeni, ve kterém 30. 12. 1947 na infarkt zemfel.

I presto, ze komise, kterd posuzovala pravost ,Vermeerovych® obrazu
uznala, ze to jsou pravdépodobné podvrhy vytvorené van Meegerenem, zu-
stavali odbornici u nékterych obrazu, k jejichz autorstvi se také van Meegeren
prihlasil, na pochybach. Zejména zpochybnovani pravosti obrazu Emauzsti
ucednici, ktery zakoupilo muzeum v Rotterdamu za 170 000 dolaru, vy-

9Jan Vermeer (1632-1675) byl nizozemsky malfF.
0K onkrétné §lo o obraz Jezis mezi znalci Pisma.
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volavalo velké spory. Proto se pristoupilo u tohoto obrazu v roce 1967 k me-
todé radioaktivniho datovani, kterd meéla tyto pochyby rozhodnout.
Metoda radioaktivniho datovani vyuziva toho, ze nékteré tzv. radioak-
tivni prvky jsou nestabilni a ¢ést jejich atomu se samovolné rozpadé na atomy
jinych prvku. Experimenty bylo zjisténo, ze rychlost rozpadu atomu radioak-
tivnich prvku je pfimo imérnda poctu téchto atomu. Pokud funkci udéavajici
pocet atomu radioaktivniho prvku v ¢ase ¢t v gramu latky oznac¢ime jako
N(t), pak vyse zminénou zavislost muzeme popsat diferencidlni rovnici

N'(t) = —AN(t), (3.7)

kde A je konstanta, kterd popisuje rychlost rozpadu atomu daného radioak-
tivniho prvku. Tato konstanta je dana pro kazdy radioaktivni prvek timto

vztahem
In2

polocas rozpadu prvku v rocich’

A:

Cas t v nasem modelu budeme méfit v rocich a jednotkou konstanty A je
rok™t.

Metoda radioaktivniho datovani je zalozena na jednoduchém pozorovani.
Pokud bychom védeéli, kolik atomu radioaktivniho prvku méla latka v jed-
nom svém gramu pii svém vzniku (tzn. zndme hodnotu Ny, pro kterou plati
N(0) = Np), a znali bychom také aktudlni pocet téchto atomu v gramu latky,
mohli bychom fesenim tlohy

N'(t) = —AN(t), } 38)

zjistit, jak je tato latka stara.

Nez se zacneme zabyvat datovanim , Vermeerovych®“ obrazi, uvédomme
si, ze vSechny horniny na Zemi obsahuji malé mnozstvi radioaktivniho uranu,
ktery se rozpada na atomy dalsiho prvku. Tyto atomy se opét samovolné méni
na dalsf atomy atd. Viz obr. 3.3 (¢asy u sipek udévaji polocasy rozpadu'?
jednotlivych radioaktivnich prvku).

Déle je znamo, ze olovnata béloba pouzivand na malbach obsahuje oxid
olovnaty, ktery obsahuje malé mnozstvi olova-210 a jesté mensi mnozstvi
radia-226. V okamziku, kdy je barva obsahujici oxid olovnaty vyrobena,
zacnou se atomy olova-210 velmi rychle rozpadat s polo¢asem rozpadu 22

HNUvédomme si, ze poéet atomi radioktivného prvki klesa v disledku jejich samo-
volného rozpadu. Proto je zména poctu atomu popsand funkci N’ zdporn4.

12Polocas rozpadu je doba, za kterou poéet atomovych jader ve vzorku klesne na polo-
vinu.
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Uran - 238 Uran - 234

4.5 miliardy
let

250 tisic let
Protaktinium - 234

Thorium - 230

A
H

80 tisic let

Radium - 226

=

1600 let

Radon - 222

Polonium - 218

7

5 dni

Bismut - 210

20 minut

neceld
sekunda

138 dni

Olovo - 206

3 minuty Bismut - 214

Olovo - 214 27 minut Olovo - 210

Obrézek 3.3: Uranova rozpadova fada

let a mnozstvi olova-210 v této barvé klesa. Na druhé strané vznika malé
mnozstvi olova-210 rozpadem radia-226 (a prvku, které néasleduji v rozpadové
fadé za nim). Tento proces muzeme popsat nasledujici poc¢atecni tilohou

!

N'(t) = =AN(t) + (1), } 39)
N(0) = Ny,

kde N(t) je funkce udéavajici pocet atomu olova-210 v ¢ase ¢ v gramu latky,

r(t) je funkce udédvajici pocet atomu olova-210, které vzniknou v case t

v gramu oxidu olovnatého za rok.

Protoze polocas rozpadu radia-226 je 1600 let a metodu radioaktivniho
datovani chceme pouzit pro rozpoznani stari obrazu, které mély v roce 1967
piiblizné bud 300 let nebo 20 let, muzeme funkci 7(t) povazovat za kon-
stantni. Pak r(t) = r = konst. a tlohu (3.9) muzeme nahradit pocdtecni
ulohou

N'(t) = =AN(t) +r, } (310)

N(0) = Np.
Mnohem vice podrobnosti o metodé radioaktivniho datovani muze Ctenar
nalézt v [2].
Také v piipadé ulohy (3.10) jsme schopni, pokud zndme pocet atomu

olova-210 v gramu oxidu olovnatého v dobé vyroby olovnaté béloby, urcit
stari obrazu, na kterém je tato barva pouzita. K feSeni této tulohy muzeme

44



opét pouzit Eulerovu metodu, se kterou jste se seznamili v kapitole 3.1. V nasi
tloze pocet atomu olova-210 v gramu oxidu olovnatého v dobé vyroby barvy
bohuzel nezname. I presto jsme schopni rozlisit obraz, jehoz staii je 300 let,
od obrazu, ktery mé 20 let. Je totiz znamo, jaké byvaji koncentrace radioak-
tivniho olova-210 v rudéch, ze kterych se vyrabi oxid olovnaty. Je naprosto
nemozné, aby pocet atomu olova-210 v gramu rudy, ze které se oxid olovnaty
vyrobil pfesdhl pocet 5 - 10, Proto muzeme zjistit, pokud zndme potiebné
parametry, zda je mozné, aby bylo staii obrazu 300 let.

Piiklad 1 Urcete, zda je mozné,'3 aby byl obraz Emauzsti ucednici opravdu
stary 300 let a byl tedy pravy, pokud bylo mérenim zjisténo, ze v case méfeni
t (tzn. v roce 1967) plati

N(t) = 1,42 - 10%, r = 420480.
Odhadnéte chybu aproximace N(t) v ¢ase vytvoreni obrazu.
Priiklad 2 Urcete, zda je mozné, aby byl obraz Krajkarka opravdu stary 300

let a byl tedy pravy, pokud bylo méfenim zjisténo, ze v ¢ase méfeni ¢ (tzn.
v roce 1967) plati

N(t) =0,25- 108, r = 735840.

Odhadnéte chybu aproximace N(t) v ¢ase vytvoreni obrazu.

Obrazek 3.4: Obrazy Emauzsti ucednici a Krajkatrka

13V tomto i v nasledujicim piikladé ndm miize pomoci, pokud pro feseni pouzijeme
tzv. zp&tnou diferenci y'(¢) ~ W, kde h je ,malé“ a kladné.
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3.4 Populacni modely

Nyni se pokusime o odhad vyvoje poctu obyvatel. K tomu se potiebujeme
naucit pracovat s jednoduchymi populaénimi modely. Necht y(¢) oznacuje
velikost populace v ¢ase t a yo popisuje velikost populace v case tq. Necht
p je kladné konstanta, ktera udava prirustek populace. Pak jednoduchy mo-
del vyvoje populace ndm poskytne nasledujici populacni rovnice s poc¢atecni
podminkou

(3.11)

Reseni tlohy (3.11) pomérné dobfe aproximuje vyvoj populace, kterd ma
dostatecné velké zasoby potravy a dalsich zdroju a muze neomezené rust.
Lepsi model dava nasledujici popula¢ni rovnice s poc¢atecni podminkou, ve
které se navic objevuje ¢len qy*(t) (¢ je kladnd konstanta)

y'(t) = py(t) — qu*(t), } (312

y(to) = Yo

Resenf tlohy (3.12) dobfe aproximuje vyvoj populace, kterd uz je dostateéné
velkd, méa omezené zasoby potravy i dalsich zdroju a mezi cleny populace
dochdzi k soupefeni o tyto zdroje (to popisuje ¢len —qy?(t)).

Priklad 1 Pouzijte populacni rovnici s po¢atecni podminkou (3.12) k mode-
lovani vyvoje poctu obyvatel USA v letech 1790-1950. Konstanty p, ¢ byly
odhadnuty takto: p = 0,03134, ¢ = 1,5887 - 1071°. Cas t je v rocich. Navic
vite, ze pocet obyvatel v USA v roce 1790 byl 3 929 000. Spocitané hodnoty
muzete porovnat se skutecnymi hodnotami v nasledujici tabulce. Odhadnéte
chybu aproximace po¢tu obyvatel USA v roce 1950.

Rok Pocet obyvatel
1790 3 929 000
1800 5 308 000
1850 23 192 000
1900 75 995 000
1950 150 697 000

Tabulka 3.1: Populace USA v letech 1790-1950
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3.5 Zména teploty télesa

Nastal ¢as na salek kavy. Cerstve uvafend kdva ma teplotu 7}, a je ochlazovand
vzduchem v mistnosti o konstantni teploté 7). Je rozumné modelovat teplotu

4

kavy jako funkci Ty (1), kterd se méni'* piimo timérné rozdilu teploty vzduchu
a kavy s koeficientem k > 0. Necht teplota kdvy v case t; je ddna hodnotou
Tyo. Dostavame tedy nasledujici model:

!
Ty (t) = k(T, = Ti(1)), } (3.13)
Tk (to) - TkO-

Priklad 1 Pouzijte teseni ulohy (3.13) k modelovani ochlazovani kavy, ktera
méla v case tyg = 0 teplotu 100°C. Teplota vzduchu mé hodnotu T, = 20°C
a konstanta k = 0,04. Cas t je v minutédch. Zjistéte, za jak dlouho se kéva
ochladi na teplotu nizsi nez 50°C. Odhadnéte chybu aproximace feseni tilohy
(3.13) v case, kdy se kdva ochladi na pozadovanou teplotu.

3.6 RC obvod

V této kapitole vytvorime matematicky model, ktery popisuje, jakym zpu-
sobem se méni naboj v jednoduchém obvodu s rezistorem a kondenzatorem
v zavislosti na case. Uvazujme nyni elektricky obvod, ve kterém je sériové
zapojen rezistor a kondenzator. V obvodu je také v sérii zapojen elektricky
zdroj, ktery do sité dodava elektromotorické napéti. Schéma obvodu je na
obr. 3.5. Nyni vytvoime jednoduchy model, ktery popise hodnotu elektrického
naboje ¢ v obvodu v zavislosti na ¢ase t. Odpor rezistoru oznac¢me R a kapa-
citu kondenzatoru popisme parametrem C'. Elektricky zdroj dodava do ob-
vodu elektromotorické napéti E(t) (¢asto E(t) = Asin(wt),kde w, A € R).

“4Tuto zmeénu matematicky popisuje derivace funkce Ty (t).
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Obrézek 3.5: Schéma elektrického obvodu

Matematicky lze uvedeny systém popsat nésledujici Cauchyovou tlohou

Rq'(t) + ga(t) = E(1), } (3.14)

q(to) = qo,

kde ¢p oznacuje pocatecni hodnotu elektrického naboje. Protoze elektricky
proud i v Case t je definovan jako okamzitda zména naboje ¢ a tento vztah
muzeme matematicky zapsat jako i(t) = ¢/(t), lze derivovanim diferencialni
rovnice v (3.14) snadno ziskat rovnici pro hodnotu elektrického proudu i
prochéazejiciho obvodem v zavislosti na case t:

Ri'(t) + Li(t) = E'(t).

Priklad 1 Pomoci tlohy (3.14) popiseme naboj v elektrickém obvodu, ve
kterém je sériové zapojen rezistor s odporem R = 2 (), kondenzator s ka-
pacitou C' = 1 F a elektricky zdroj, ktery do sité dodava elektromotorické
napéti E(t) = 10 V. Hodnota elektrického néboje je na pocdtku nulova,
tj. ¢(0) = 0 C. Pomoci Eulerovy metody aproximujte chovani elektrického
nédboje v ¢asovém intervalu (0,10) s. Odhadnéte chybu aproximace elek-
trického naboje v ¢ase t = 10 s.

Priiklad 2 Uvazujme obvod bez elektrického zdroje se sériové zapojenym re-
zistorem a kondenzéatorem (se stejnymi parametry jako v predchozim piikla-
dé). Kondenzétor je na poc¢atku nabit nabojem o hodnoté 10 C, tj. ¢(0) = 10
C. S vyuzitim modelu (3.14) aproximujte pomoci Eulerovy metody chovani
elektrického naboje v ¢asovém intervalu (0, 10) s. Odhadnéte chybu aproxi-
mace elektrického naboje v ¢ase t = 10 s.
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3.7 Matematické kyvadlo

V této casti vytvorime matematicky model, ktery popisuje pohyb matematic-
kého kyvadla v zavislosti na ¢ase. Abychom mohli takovyto model sestrojit,
potifebujeme pracovat se specialnim typem rovnice — s tzv. diferencialni rov-
nici druhého fadu. Navic si povime, jak lze diferencidlni rovnici druhého fadu
numericky tesit.

Pro préaci s dalsimi typy diferencidlnich rovnic si zavedme pojem vekto-
rové funkce. Vektorovou funkci n redlnych promé&nnych o m sloZkach
nazyvame kazdé zobrazeni z R™ do R™, m,n € N. Vektorova funkce f =
(f1,-., fm) n redlnych proménnych o m slozkach je tedy predpis, ktery
kazdému

r=|x1,2T9,...,2,] € Df CR"

priradi jednoznac¢né hodnotu

f(l') = [fl(l'l,.%'z, Ce ,l'n>,f2(.%'1,33'2, Ce ,l‘n), .. .,fm(l'l,l'g, P ,l’n)] c Hf C Rm,

kde f; : R" — R pro ¢ = 1,..., m. Skutecnost, ze f je vektorovou funkci n
realnych proménnych, zapisujeme pomoci
f:R"—R™

Soustava diferencialnich rovnic 1. fadu

V pripadé, ze v rovnici (3.1) jsou funkce y = (y1,...,yn) a f = (f1,. .-, fn)
vektorové, tzn., ze y: (a,b) — R™a f: R"" s R" pak muzeme tuto rovnici
prepsat do tvaru

yi(t) = fl(tayl(t)7y2(t)77yn(t))7
yé(t) = fQ(t7y1(t 7y2(t)77yn(t))7

~—

(3.15)

y;(t) = fn(ta yl(t)a y2(t)a s 7yn(t))a

ktery nazyvame soustavou obyZejnjch diferencidlnich rovnic 1. fa-
du. Pokud mé navic systém (3.15) splnovat poc¢ateéni podminky

y(to) = [y107 cee aynO] € Rna

tzn.

y1(to) = Y10, Y2(to) = Y20, - - -5 Ynlto) = Yno,
nazveme takovou tlohu opét Cauchyovou ulohou. K ziskani priblizného reseni
takové tlohy lze pouzit rekurzivni vztah (3.4), kde o, 1, - .-, Yk, - .. jsou

n-rozmérné vektory a f: R R” je vektorova funkce.

49



Pocadtecni ulohy

Obycejna diferencidlni rovnice n-tého fadu

ObyEeijnou diferencidlni rovnici n-tého ¥adu (v explicitnim
tvaru) rozumime rovnici tvaru

v () =1 (Ly),y'(1), .y 0 (0), (3.16)

kde f: R"™ — R je zadand funkce. Pokud k rovnici (3.16) piiddme n
pocatecnich podminek

y(tO) = Yo, y/(tO) =Y, ---, y(nil)(t()) = Yn-1,

(y» € Rprok =0,...,n—1, ty € R), ziskdme Cauchyovu tlohu pro di-
ferencialni rovnici n-tého radu. Tuto ulohu muzeme s vyuzitim substituce

21(t) = y'(t), 2(t) =y (1), ..., 2za_1(t) =y~ V(1) piepsat na systém
y) = al), )
) = z(),
: (3.17)
Zna(l) = 2na(t),
Zal) = fGy(), z1(0), - za(t) )

s pocateénimi podminkami

y(to) = yo, z1(to) =1, .-, 2n—1(to) = Yn-1-

Matematické kyvadlo

Nyni sestavme obycejnou diferencialni rovnici pro popis matematického
kyvadla. Zabyvejme se zkoumanim chovani hmotného bodu zavéseného na
tenkém, pevném a neprutazném vlaknu zanedbatelné hmotnosti, zanedbava
se odpor vzduchu pfi pohybu kyvadla i tfeni v zavésu a gravitacni pole se
povazuje za homogenni. Tihové zrychleni pusobené timto polem oznacime g.
Délka vldkna je £, hmotny bod zavéseny na vlaknu ma hmotnost m. Nacrtek
kyvadla je na obr. 3.6.

Vytvoime matematicky model kyvadla popisujici jeho vychylku y od rov-
novazné polohy v zavislosti na case t. Vychylku y budeme mérit v radia-
nech. S vyuzitim Newtonova zdkona!® lze uvedeny systém po urcitém zjed-

5Pfesnéji druhého Newtonova pohybového zdkona, ktery je matematicky vyjddien
vztahem F' = ma.
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Obrazek 3.6: Matematické kyvadlo

nodugeni'® popsat ndsledujici Cauchyovou tilohou

y"(t) = (=g/0) y(t), }

(3.18)
y(to) = vo, ¥'(to) = dyo,

kde 3y € R oznacuje pocatecni vychylku zavazi (v radidnech) a dyy € R znaci
pocatecni (thlovou) rychlost zavazi.

Obdobné jako rovnici (3.16) muzeme pomoci substituce pfepsat na sou-
stavu (3.17), lze s vyuzitim substituce z(t) = y/(t) transformovat tlohu (3.18)
na nasledujici systém:

y'(t) = (1),
Z(t) = (=g/0) y(b), (3.19)
y(to) = yo, 2(to) = dyo.

K piibliznému teseni této soustavy muzeme vyuzit diive uvedenou Eule-
rovu metodu, tj. vektorovy tvar formule (3.4).

Priklad 1 Pomoci ulohy (3.19) popiseme kyvadlo, jehoz délka je ¢ = 1 m
a tihové zrychleni g povazujme rovné 10 m/s~2. Vychylka kyvadla je na
pocéatku rovna 0,1 (tj. y(0) = 0,1 rad) a pocéatecéni thlové rychlost kyvadla

16Toto zjednoduseni spoéiva v aproximaci y ~ siny pro ,malé“ y.
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je nulové (tj. z(0) = 0 rad/s). Pomoci Eulerovy metody aproximujte pohyb
kyvadla v ¢asovém intervalu (0, 10) s. Odhadnéte chybu aproximace vychylky
kyvadla v c¢ase t = 10 s.

Piiklad 2 Uvazujme opét matematické kyvadlo (se stejnymi parametry
a stejnym modelem jako v pfedchozim cviceni). Vychylka kyvadla je na
pocatku nulova (tj. y(0) = 0 rad) a pocatecni ihlova rychlost kyvadla je
rovna 1 (tj. 2(0) = 1 rad/s). Pomoci Eulerovy metody aproximujte pohyb
kyvadla v ¢asovém intervalu (0, 10) s. Odhadnéte chybu aproximace vychylky
kyvadla v c¢ase t = 10 s.
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Kapitola 4

Okrajové ulohy

4.1 Jednorozmérné (1D) okrajové tilohy a 1D
metoda siti

V této kapitole si ukdzeme jednu z numerickych metod pro priblizné feseni
1D okrajovych tloh, a to tzv. metodu siti. Okrajové tlohy v jedné dimenzi
sestavaji z prislusné diferencialni rovnice predepsané na daném otevieném in-
tervalu a dale z okrajovych podminek predepsanych v krajnich bodech tohoto
intervalu. V dalsim vykladu se omezime pouze na tzv. Dirichletovu okrajovou
tlohu 2. fadu, kdy nejvyssi tad derivace vyskytujici se v diferencialni rovnici
je roven dvéma a okrajové podminky jsou predepsany ve tvaru hodnoty hle-
daného feseni v krajnich bodech intervalu.

1D Dirichletova uloha

At k a /¢ jsou libovolné kladné realné konstanty a f je redlnd spojitd
funkce. Uvazujme ndsledujici Dirichletovu! tlohu: najdéte funkei u takovou,
ze

—ku"(x) = f(x) proz € (0,0),
@)= 16 0.0 } )

u(0) =u(l) =

Reseni v tohoto problému si lze piedstavit jako prihyb struny délky ¢,
ktera je uchycena na obou koncich a na niz ptiéné pusobi sila s hustotou f.
Konstanta k souvisi s tuhosti struny. Takovouto intepretaci ulohy (4.1) si
muzeme prohlédnout na obr. 4.1.

!Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) — vyznamny némecky matematik
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Obrazek 4.1: Pruhyb piicné zatizené a na obou koncich uchycené struny

Metoda siti pro Dirichletovu tilohu (4.1)

Na intervalu (0,¢) zvolime pravidelnou sit uzla xg, 1, ..., Tp_1, Tn,
n € N, viz obr. 4.2. Vzdéalenost dvou sousednich uzlu vyjadiime ¢islem
h = {/n. Oznacime si dale f; = f(z;) proi=1, ..., n— 1.
h

-~

Zo T T2 T3 Tp—2 Tpn—-1 Tp

14

Obrazek 4.2: Pravideln sit uzli na struné délky ¢

Nyni se budeme snazit aproximovat hodnoty funkce u v danych uzlech,
tj. budou nés zajimat ¢isla u; ~ u(x;):

a) pocatecni uzel: uy = 0,

b) vnitin{ uzly: derivaci druhého fadu vyskytujici se v diferencidlni rovnici
nahradime diferen¢nimi podily?

Wzt ) — (e —y) et - v

u"(mi) ~ - ~ - h —
B u(wipr) — 2u(x;) + u(:vi_l)‘
— 73 :

2V Eulerové metodé jsme na str. 38 pouzili k nahrazeni derivace tzv. dopiedné dife-
rence. Zde pouzijeme tzv. centralni diferenci:

u\xr Q—um—ﬁ
ICES  ETIcE )

h

pricemz centralni diference pouzijeme pro nahrazeni druhé i prvni derivace funkce u
v danych uzlech. Vyslednd aproximace u”(z;) pomoci diferenénich podilu je piimo -
mérnd h2.
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rovnosti —ku”(x;) = f(z;) tak nahradime systémem rovnic

k
ﬁ[_uiJrl_'_Qui_uifl] =fi, 1=1,2,...,n-1,

c¢) koncovy uzel: u, = 0.

Dostavame tak soustavu m —1 linedrnich algebraickych rovnic o n—1
neznamych, kterou si muzeme maticové zapsat takto:

2 -1 o --- 0 (A} f1
N R 2

ﬁ : . . . : : = : )
O -1 2 -1 Up—2 fn72

L 0o - 0 —1 2 i _Un,1 1 L fnfl i
:V ;ru =:f
zkracené pak
Ku=f.

Matice K se casto nazyva matici tuhosti. VSimnéme si také, zZe mati-
ce K je tifdiagondlni.®> Poznamenejme jeste, Ze jelikoz metoda siti vyuziva
vzdy k nahrazeni derivaci vhodné diferenéni podily, tika se ji také casto
metoda konecnych diferenci.

Analytické feSeni tilohy (4.1) pro konstantni f

Predpokladejme, ze f(x) := ¢ € R pro vsechna = € (0,¢) a Ze u je FeSenim
ulohy (4.1). Pak pro vsechna z € (0, ¢) plati:

—ku"(z) = ¢,

()= [—Sdqp =S
u(x)—/ kdx kx+a,aER,

2k

Nyni vezméme v tvahu okrajové podminky a najdéme hodnoty konstant a

u(x):/—%x—iradx:—iﬁ—l—axjtb, a,beR.

3Ti{diagondlni matice ma nenulové prvky pouze na hlavni diagondle, prvni diagonéle
pod hlavni diagonalou a prvni diagonéle nad hlavni diagonalou.

55



Okrajové ulohy

ab.
u(0) =0 : 0:—%-02+a-0+b:>b=0
wW@)=0: 0=—=Ptal= a=—"
ST 2k - 2k

Ziskali jsme analytické feseni Dirichletovy tlohy (4.1) ve tvaru

u(z) = ix(ﬁ —z) prozx € (0, ¢),

viz obr. 4.3.
0
u(z) = %z(x -1)
=
_01 - i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obréazek 4.3: Analytické feseni tlohy (4.1) provolbuc= -1, k=1lal=1

Piiklad 1 Naimplementujte metodu siti pro modelovani pruhybu struny o
tuhosti k a délce ¢, ktera je uchycend na obou koncich a zatizena piicné silou
s konstantni hustotou c. Své vysledky ziskané pomoci metody siti muzete
srovnat se znamym analytickym feSenim.

Piiklad 2 Svou implementaci metody siti z pfedchoziho piikladu jednoduse
modifikujte pro piipad nekonstantniho zatizeni s hustotou f(z) := (z —
1/3)? — 1. Vyzkousejte si, jak implementace funguje napiiklad pro volby
k=2,¢=2an=300.

Piiklad 3 Uvazujte strunu délky ¢ = 2, kterd je uchycend na obou koncich a
pod niz se ve vzdalenosti d = 0,2 nachdzi rovinné piekdzka. S presnosti 1071
urcete nejmensi moznou tuhost struny* tak, aby pii piiéném zatiZeni silou
o hustoté f(z) := (z — 1/3)* — 1 nedoslo ke kontaktu s piekazkou. K fesen{
pouzijte metodu siti, pricemz budete volit n = 300.

4Urcete tedy nejmensi moznou hodnotu koeficientu k.
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Kapitola 5

Optimaliza¢ni ulohy

5.1 Neékolik definic na uvod: gradient, Hessi-
an

Nez se zacneme vénovat optimaliza¢nim 1loham, seznamime se s nékterymi
pojmy matematické analyzy funkci vice proménnych.

Nejprve si zavedeme gradient a Hessidn pro funkei vice proménnych. Bud
f: R*"— Rz € R" je vnitini bod Df a k € {1,2,...,n}. M&-li funkce
gr : R +— R definovana

gr(t) == g(x1, 22, .o, Tp_1, b, Thg1, - -+, Tn)

vlastni derivaci v bodé xp, nazyvame ji parcidlni derivaci funkce f
podle k-té promé&nné v bodé& x a znacime ji

PO (. 2 ).

Poznamenejme, ze podobné muzeme definovat parcialni derivace vyssich
radu.

Bud f: R™ — R funkce, kterd ma v bodé z spojité vsechny parcidlni
derivace prvniho fadu. Vektor

V() = {af (x) /() 8f(x)}

Oxy = Oxy = Oz,

nazyvame gradient funkce f v bod& x.

ITakové funkei fikdme redlna funkce vice realnych proménnych.
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Optimalizacni ulohy

Bud f: R™ +— R funkce, kterd ma v bodé x spojité vSechny parcidlni
derivace druhého tadu. Matici

Pf(x)  f(x) 9% f(x)
81% 0x10x2 Tt 0x10Tn
Pf(x) 2 f(x) 9% f(x)
VZf(x) — 8&:2.81‘1 83:% e 8&:2.8zn
Pia) i) )
O0rndxr1 Oxrndxrs or2

nazyvame Hessidnem nebo Hessovou matici funkce f v bodé .

5.2 Rovnovazna poloha télesa

Nyni se seznamime s tzv. optimaliza¢nimi tlohami, ukazeme si jejich prak-
tickou aplikaci a také jak je lze numericky fesit. Mnohem vice mohou ¢tenati
nalézt v textu [4].

Optimalizac¢ni tlohy vznikaji ¢asto pti feseni praktickych tloh. Matema-
ticky jsou tyto ulohy obvykle formulovany jako problémy hleddni extrému
cenové funkce, coz je funkce f : R" +— R. Extrémy cenové funkce casto
hleddme na pfipustné mnozin& 2 C Df. Jelikoz bod, v némz funkce f
nabyva svého minima, je stejny jako bod, v némz funkce —f nabyva svého
maxima, muzeme za obecnou ulohu optimalizace povazovat problém najit
7 € () tak, aby platilo

f@ < f2),  weq? (5.1)

Pokud je Q = Df, mluvime o optimalizaci bez omezeni. Pokud pro
Qplati Q C Df a Q # Df, mluvime o optimalizaci s omezenim.

Piikladem optimalizacni tlohy bez omezeni je napiiklad problém nale-
zeni rovnovazné polohy kulicky o hmotnosti m volné zavéSené na pruziné.
Piikladem optimaliza¢ni tlohy s omezenim je napiiklad problém nalezeni
rovnovazné polohy kulicky o hmotnosti m zavésené na pruziné, ktera visi
nad prekazkou. Uvazujme, Ze pruzina je uchycena v obou ptipadech v bodé
[0, 0]. Tyto problémy muzeme vyjadiit jako minimalizaci funkce potencidln{
energie tohoto systému. V prvnim pifpadé je Q = R2? v druhém pifpadé
piipustnd mnozina €2 popisuje oblast, ve které se kulicka muze pohybovat a
kterd lezi mimo prekazku. Tyto tlohy pak zapiseme jako tilohu najit = € €2
tak, aby platila nerovnost (5.1), kde f(z) = 2% + 22 + mzy a Q = R? nebo
Q={zeR®:z,+22+1>0, —1; +29+3 > 0} (pro druhou tlohu viz
obr. 5.1).

2Tuto tlohu muzeme zadat také takto: ,Reste tilohu mig flz).«
re
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Obréazek 5.1: Priklad rovnovazného stavu kulicky na pruziné (dloha s ome-
zenim)

Odkazy na obecné formulované optimaliza¢ni ilohy najdeme jiz ve sta-
rovéku. Pati{ mezi né i Didonina® tloha. Didé tidajné dostala po piistdni
na africkém pobtezi od mistntho vladce kuzi z jednoho byka. Se svym do-
provodem méla pravo usadit se na pozemku, ktery lze ohranicit touto kuzi.
Kuzi rozrezala na tizké prouzky a pomoci nich ohranicili tizemi, na kterém
zalozila mésto Kartago. Snaha ziskat co nejvétsi pozemek vede na problém
najit spojitou ktivku dané délky, ktera ohranic¢uje co nejvétsi plochu.

Déle se budeme zabyvat numerickym feSenim optimalizacnich tloh.

Metody feSeni tiloh bez omezeni

Pro tdlohu (5.1) existuje fada piistupu, jak ji numericky fesit. Pro ,,pékné®
funkce je velmi efektivni Newtonova metoda. Nez se za¢neme vénovat odvo-
zeni Newtonovy metody pro feseni optimalizacni tlohy (5.1), odvodime si
itera¢ni metodu pro hledani feseni rovnice. Tato metoda se také nazyva New-
tonova. Pfipomenme, ze jsme jiz tuto metodu odvodili v kapitole 1.5. Tam
jsme ale pro odvozeni pouzili metodu prostych iteraci. Nyni predpokladejme,
ze v k-tém kroce iteracni metody mame bod aproximujici feSeni z* rovnice
f(z) = 0. Tento bod oznacéime xj. Déle predpoklddejme, ze zndme funkéni
hodnotu funkce f v bodé x;, a derivaci funkce f v bodé x;. Nyni chceme ucinit
(k+1)-ni krok metody a nalézt bod zy.1, ktery ,lépe“ aproximuje feseni
rovnice f(x) = 0. Vyuzitim vlastnosti derivace dostaneme z pravoihlého
trojuhelniku v obr. 5.2 nésledujici vztah

3Dle legendy byla Didé fénicka princezna, sestra krile Pygmaliéna a zakladatelka
starovékého Kartaga.
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T2

tga = f'(xr)

= } }
__/1“ Tht1 T X1

Obrazek 5.2: Newtonova metoda

flag) = @) (5.2)

Tk — Th+1

Rovnici (5.2) snadno upravime do tvaru

T T )

Tim dostavame predpis, jehoz opakovanym pouzitim dostavame zptesnujici
se aproximaci feseni z* rovnice f(z) = 0. Pomoci tohoto piedpisu ziskdme
nasledujici algoritmus pro iteraéni feseni rovnice f(x) = 0.

Algoritmus (Newtonova metoda (pro FeSeni rovnice s jednou nezna-
mou) )

1. € > 0 (ukoncujici podminka)
xo (pocateéni bod itera¢niho procesu)
k=0
x1 = w9 — f(20)/ [ (20)

2. while |z —ak| > (|f(xra1)| =€)

k=k+1
Try1 = 2k — f(ar)/ f(T1)
end

3. Tp41 aproximuje feseni rovnice f(x) =0

Nyni vyuzijeme predpisu (5.3) pro hledani extrému funkce f. Protoze pro
funkce f, které maji v celém svém definicnim oboru derivaci, plati, ze extrémy
této funkce jsou uvniti definiéniho oboru v bodech splitujicich f/(x) = 0,

4Této podmince Fkdme nutnd podminka existence lokélniho extrému.
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budeme numericky hledat feseni rovnice f'(z) = 0. Pouzitim piredpisu (5.3)
obdrzime

f'(xx)

T )

(5.4)

Pokud bude funkce f navic konvexni v celém svém definicnim oboru, pak
uvedeny postup nalezne minimum funkce. Ve shrneme do nasledujiciho al-
goritmu.

Algoritmus (Newtonova metoda (pro minimalizaci funkce jedné pro-
m&nné) )

1. € > 0 (ukoncujici podminka)
xy (pocateéni bod iteraéniho procesu)
E=0
w1 = xo — f'(20)/ " (20)

2. while |xp1 — x| > ¢ (|f'(xks1)] > ©)

k=k+1
Tpy1 = 2 — f'(x) ) f" (1)
end

3. 41 aproximuje minimum funkce f(x)

Zobecnénim ptedpisu (5.4) pro funkce vice proménnych ziskdme metodu
pro minimalizaci funkce vice proménnych. Zobecnénim prvni derivace je vek-
tor vSech prvnich parcidlnich derivaci, ktery nazyvame gradient (oznacujeme
jej, jak jsme jiz uvedli v uvodu této kapitoly, jako V f(x)). Zobecnénim druhé
derivace je matice vSech druhych parcialnich derivaci, kterou nazyvame He-
ssova matice nebo Hessian (znacime jej V2f(x)). Absolutni hodnotu |z| zo-
becnime na velikost vektoru ||z|| := \/2} + 23 + - - - + 22. Vie opét prepiseme
do algoritmu.
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Optimalizacni ulohy

Algoritmus (Newtonova metoda (pro minimalizaci funkce vice pro-
m&nnych) )

1. € > 0 (ukoncujici podminka)
xo (pocatecni bod iteracniho procesu)
k=0
1 =20 — (V2f(20)) " - V f(0)

2. while ot — aill 2 & (19 (@) = o)

k=k+1
Tpr = a — (V2 (1)) V f ()
end

3. xj41 aproximuje minimum funkce f(z)

Poznamenejme, ze (V2f(x;))”" znaéf inverzni matici k matici V2 f(2y).

Metody FeSeni 1iloh s omezenimi

Velmi jednoducha metoda pfevedeni tlohy s omezenim na tlohu bez
omezeni spociva v zahrnuti nerovnostnich podminek obsazenych v popisu
piipustné mnoziny €2 do cenové funkce tak, ze k ni pficteme vhodny clen,
ktery penalizuje poruSeni nerovnostnich podminek. Tuto metodu nazyvame
metodou kvadratické penalty a pouzijeme ji pro tlohu s omezenim, ktera
je ve tvaru

miél flz), Q={zxeR": g(x) <o}, (5.5)
S
kde g je vektorovd funkce® a o oznacuje nulovy vektor [0,...,0]. Metoda

kvadratické penalty aproximuje feseni T tlohy (5.5) FeSenim 7, tlohy

min fo(z), fo(z) = fz) + %QHQ(I’)HQa a(z) = max{g(z),0},° (5.6)

z€R™

kde ¢ > 0 je penaliza&ni parametr a |a(z)|* je penalizagni funkce.

Intuitivné je ziejmé, ze kdyz je penalizacni parametr p velky, tak feseni
T,, ve kterém je dosazeno minimum penalizované funkce f,, nemuze byt da-
leko od pripustné mnoziny. Dokonce plati, ze kdyby o = oo, pak by bylo
minimum f, feSenim puvodni dlohy. Muzeme tedy ocekdvat, ze pro do-
statecné velké hodnoty penaliza¢niho parametru g bude feseni T tlohy (5.5)
blizko 7,. Je ziejmé, Ze feSeni penalizované tlohy je typicky blizko ptipustné

5Tento pojem jsme si zavedli jiz v dvodu kapitoly 3.7.
6Funkce max znamend maximum ,po slozkidch®, tzn. funkéni hodnotou této funkce je
vektor, ktery v i-té slozce obsahuje max{g;(z),0}.
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mnoziny, avsak nepatii do ni. Proto se nase penaliza¢ni metoda nazyva také
metoda externi penalty.

Priklad 1 Naleznéte rovnovaznou polohu kulicky hmotnosti m volné zavése-
né na pruziné (pruzina je uchycena v bodeé [0, 0]), tj. najdéte feseni nasledujici
minimaliza¢ni ilohy
min 3 + 5 + may, (5.7)
T€R2

kde hmotnost m volte postupné jakom =1, m=2, m=3, m=4, m=25
am = 10.

Priklad 2 Naleznéte rovnovaznou polohu kulicky hmotnosti m zavésené na
pruziné (pruzina je uchycena v bodé [0,0]), kterd visi nad prekazkou, tj.
najdéte feseni nasledujici minimaliza¢ni tlohy

mi§r21 o]+ 23 + may, (5.8)
ze

Q={recR?: 21 +25+1>0, —x; +25+3 >0}, (5.9)

kde hmotnost m volte postupné jakom =1, m =2, m=3, m=4, m=25
am = 10 (viz obr. 5.1).
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Kapitola 6
Reseni tloh

6.1 U’lohy kapitoly 1

Reseni ke kapitole 1.2

Piiklad 1 Z obr. 1.5 vidime, ze pro obsah S jednotkového kruhu (S = =)
plati

1
524/ V1 —22dzx.
0

Vyse uvedeny integral nyni ptiblizné vypocteme pomoci obdélnikového a li-
chobéznikového pravidla. Nejprve si rozdélme interval (0,1) na n stejnych

dilkd.

h
X

1/ n; % delka dilku
0 : h:1; % krajni body jednotlivych dilku

Nyni si uvedme kéd, ktery pomoci obdélnikového pravidla vypoécte apro-
ximaci Sypg obsahu S.

c = 0.5 % (x(1:n) + x(2:n+1)); % stredy jednotlivych dilku
f = sqrt(l - ¢c.”2);
S.obd = 4 * h * sum(f);

Kéd nize vypocte pomoci lichobéznikového pravidla aproximaci Sy, obsahu

S.

f = sqrt(l - x.72);
S lich =4 *x h/2 *x ( £(1) + f(n+1) + 2*xsum(f(2:n)) );
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Resend uloh

Nasledujici tabulka uvadi ziskané chyby aproximace pro ruzna n:

n | [Soba = 7| | [Sticn — 7
102 [3.44-10 1 [ 118103
102 | 1,09-107° | 3,72-107°
104 | 3.44-1077 | 1,18 - 106

Piiklad 2 Nejprve se podivejme na obr. 6.1. Pro obsah S srdce plati

-2

Obrazek 6.1: Obsah matematického srdce

S =251 + 25, = 3m.
—~ =~

™ 2m
Nyni si S vyjddieme jako!
2 2 -
S=2(5+5) =2 (/ V31— (zr— 1)2dx—/ (arcsin(x— 1) — 5) dx) :
0 0
pricemz pro pfiblizné vycisleni téchto integralu pouzijeme obdélnikové a li-

chobéznikové pravidlo. Nejprve si rozdélme interval (0, 2) na n stejnych dilku.

h 2
x =0

/ n; % delka dilku
: h : 2; % krajni body jednotlivych dilku

1Uvédomme si, Ze plocha So lezi pod osou z.
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Nyni vypocteme pomoci obdélnikového pravidla priblizny obsah srdce Spq:

c =0.5 % (x(1:n) + x(2:n+1)); % stredy jednotlivych dilku

f1 = sqrt(l - (c-1).72);
S1 = h * sum(f1);

f2 = asin(c-1) - pi/2;
82 = - h * sum(f2);

Sobd = 2 * (S1 + S2);

Pomoci nize uvedeného kodu ziskame ptiblizny obsah srdce Sy, vypocteny
lichobéznikovym pravidlem:

f1 = sqrt(l - (x-1).72);

S1 =h/2 x ( f1(1) + f1(n+1) + 2*xsum(f1(2:n)) );
f2 = asin(x-1) - pi/2;

82 = - h/2 ¥ ( f2(1) + f2(n+1) + 2*sum(f2(2:n)) );
S_lich = 2 * (S1 + S2);

V nasledujici tabulce uvadime ziskané chyby aproximace pro ruzna n:
n ‘ |Sabd — 37T| ‘ |Slich — 37T|
1021 9,73-107* | 3,32-1073
103 | 3,08-107° | 1,05-107°
10* | 9,74-1077 | 3,33-1076

Piiklad 3 K nalezeni poctu potiebnych dilku n lze vyuzit odhad (1.4).

Jelikoz plati (22)” = (22)" = 2, mizeme spocitat n jako Feseni nerovnice
(1-0)° 4
—F—-2<10
24n? - ’
tedy
1
n>_——— =989

V12104

Déleni intervalu (0, 1) na 29 (a vice) stejnych dilkt nam tak zaruci, ze chyba
aproximace bude nejvyse 1074

K nalezeni poctu pottebnych dilki n muzeme vyuzit i Matlab. Nejprve
si uvédomme, ze diky Newtonovu-Leibnizovu vzorci mame

1 371
1
/ x2dx:[x—} = .
0 31, 3

Nize uvedeny kod najde minimalni pocet dilku n, pro ktery chyba aproxi-
mace err nebude vétsi nez 1074
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n=0; err = 1; % inicializace

while err > le-4
n=n+1;

h =1/ n; % delka dilku

x =0 :h : 1; % krajni body jednotlivych dilku

c =0.5 % (x(1:n) + x(2:n+1)); % stredy jednotlivych dilku
f =c¢c.72;

S.obd = h * sum(f);

err = abs(S_obd - 1/3);
end

Po priichodu smyckou programu dostavame n = 29 a err = 9,91 - 107°.
Je dobré si uvédomit, ze vyse uvedeny program sam o sobé nezaruci, ze
pro n > 29 nebude chyba aproximace vétsi nez 10~ Tuto informaci ndm
poskytne, jak uz jsme uvedli, odhad (1.4).

Reseni ke kapitole 1.3

Piiklad 1 Nasledujici kod pro dané n vypocte castecny soucet s, fady

= 1
Zm. (6.1)

k=1

sn = 0; % inicializace
for k=1:n

sn=sn+ 1/k/(k + 1);
end

Nékolik spusténi programu ndm napovida, ze by se soucet rady (6.1) mohl
rovnat jedné - dostavame napiiklad:

n Sn
102 | 0,990099
102 | 0,999001
10* | 0,999900
10° | 0,999990
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Uvedeme si nyni diukaz, ze tomu tak opravdu je. Nejprve si uvédomme, ze

1 14k—k 1 1
k(k+1)  k(k+1) k k+1

Takze

n

- 1 1 1
— k(k+1) p k k+1

_11+11+11++11_11
S\l 2 2 3 3 4 n n+1) = n+1

Jelikoz lim [1/(n + 1)] = 0, dostavame

= 1

Z —— =lims, = 1.

—~ k(k+1)

Priiklad 2 Nejprve si piipomenme, ze téleso pohybujici se rovnomérné piimo-
cate rychlosti v urazi za cas t vzdalenost s = vt. Nahlédnéme nyni na obr. 6.2.
Moucha vyletéla rychlosti v,, = 100km/h z mésta A soucasné s vlakem a

Umtl thl

Y )
S
X
T e

Upty dy

Obréazek 6.2: Vlaky a moucha

leti vstiic druhému vlaku, ktery vyjel z mésta B. Oba vlaky jedou rychlosti
v, = 10km/h. Pocatecéni vzdalenost mezi vlaky (tj. vzddlenost mést A a B)
je dp = 90km. Za cas t; se moucha setkd s vlakem z mésta B, pricemz misto
setkdni mouchy a vlaku ozna¢ime B’. Poc¢atec¢ni vzdédlenost d; mezi vlaky si
muzeme rozepsat jako

dy = vty + vty

pricemz prvni ¢len souc¢tu znaci drahu prvniho letu mouchy (tj. vzdalenost
mist A a B’) a druhy ¢len souc¢tu znaci drahu vlaku, kterou ujel z mésta B
za Cas t1 (tj. vzdélenost mist B’ a B). Odtud

b % 9
Yo, v, 100410 11

Vlak z mésta A dojel za ¢as t; do mista A’. Vzddlenost mist A a A’ je
rovna v,t;. Nyni se moucha odraz od vlaku v misté B’ a leti vstiic druhému
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Resend uloh

vlaku. Vzdalenost vlaku v tomto okamziku (tedy vzdélenost mist A’ a B’)
lze vyjadrit jako

9 810
dy =dy — 205t =90 —2-10« — = 2.
2= di = 20t =90 O 7= 1

Pouzitim stejnych tvah jako vyse si odvodime cas druhého letu mouchy, a to

2
ty = b _ iiS _ (2
Um +v, 100+ 10 11)
Obdobné bychom postupovali déle a zjistili bychom, ze pro dobu n-tého letu

mouchy plati
AL
to\1L)

Délku n-tého letu mouchy pak vyjadiime jako

9\"
— (11)

9 15
s15 = 100 (—) = 4,93,

a proto

11

tj. moucha mezi 15. a 16. odrazenim uletéla ptiblizné 4,93 km. Celkovou délku
letu mouchy ziskdme jako soucéet délek vSech? letd mouchy, tj. jako soucet
geometrické rady?

9

o0 (o @] 9 n 9
n = 100 — ] =100 —L— = 450.
Yoo =103(57) =00ty

11

Celkem tedy moucha nalétala 450 km. Pro zajimavost je na obr. 6.3 znazor-

o
néna posloupnost ¢dsteénych souctu rady > s,.
n=1
Poznamenejme jesté, ze pokud by nas nezajimala délka dil¢ich leti mou-

chy, ale jen celkova vzdalenost, kterou moucha nalétala, iloha by se dala fesit
jednoduse nasledujicim zpusobem. Jelikoz se vlaky srazi presné v poloviné
trati (tj. oba ujedou 45km), dostavame, Ze se vlaky srazi za ¢as t, = 45/v, =
4.5 hodiny. Celkem tedy moucha nalétala v,,t; = 100 - 4,5 = 450 km.

2Let mouchy je nekoneéné mnoho.

[ee]
3V nésledujicim vypoctu vyuzijeme toho, ze . ¢" = qu pro |q| < 1.
n=1
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Obrazek 6.3: Celkova urazena draha mouchy v zavislosti na letech

Piiklad 3 Uvadime program, ktery vypocte, kolik ¢lenii harmonické tady
musime nejméneé secist, aby ¢astecny soucet s, harmonické fady mél hodnotu
alespon h, kde h je ,malé”.

sn =0; n=0; % inicializace
while sn < h

n+1;

sn + 1/n;

n

s.n
end

Po ukonceni cyklu je v proménné n ulozen pocet ¢lent harmonické fady, pro
néjz dostavame nejmensi ¢astecny soucet s hodnotou alespon h. Posloupnost
¢astecnych souctu této rady roste jen velmi pomalu:

hin

5183
10 | 12367
15 | 1835421
20 | 272400600

Je dokazano, ze napiiklad pro A = 100 bychom potiebovali secist alespon

15092688622113788323693563264538101449859497

¢lenu harmonické fady. Tento vysledek ovSsem nelze ziskat pomoci vyse uve-
deného kodu. Pokud bychom se totiz tolik ¢lenu harmonické fady pokusili

71



Resend uloh

secist na pocitaci, museli bychom na vysledek ¢ekat fadové 1017 miliard let
(za piedpokladu, Ze nasemu pocitaci trva pricten{ kazdého nového elenu 1072
sekund).

Uvedme si jesté pro zajimavost ndznak dikazu divergence harmonické
rady:

o0

T P
= 2 3 4 5 6 7 8 9 10 16
T i
2 4 4 8 8 8 8 1616 16
- ~~ g \ . ~~ g

1/2 1/2 1/2

= OQ.

Priiklad 4 Nasledujici kéd pro dané n vypocte ¢astecny soucet s, rady
e k+1

4—"— 6.2
S o2

1

sn = 0; % inicializace
for k=1:n
sn=sn+ (-1)"(k+1)/(2%¥k - 1);
end
sn =4 *x s.n,;

Nékolik spusténi programu ndm napovida, ze by se soucet rady (6.2) mohl
rovnat 7 — dostavame naptiklad:

n Sn

10° | 3,140593
10* | 3,141493
10° | 3,141583
10° | 3,141592

Vice o této aproximaci ¢isla m pomoci ¢iselné tady najdete na konci kapi-
toly 1.4.

Reseni ke kapitole 1.4

Piiklad 1 Uvazujme rovinu a na ni vyznacenu sit rovnobézek o vzdalenosti
2¢ = 1. Na rovinu hézime n-krét jehlu o délce ¢ = 1/2, viz obr. 6.4. Nejdiive
si uvédomme, ze se v dalsi analyze muzeme bez Gjmy na obecnosti ome-
zit pouze na dvé sousedni rovnobézky (volme napiiklad pfimky =z = 0 a
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Obrazek 6.4: Hazeni jehel na sit rovnobézek

x = 1) a také ze y-ova souradnice jehly nebude ovliviiovat to, zda jehla pro-
tne ¢i neprotne nékterou z primek. Inspirujme se nyni obr. 6.5 a konstruujme
nahodny hod. Nejprve si vygenerujeme ndhodné éislo zg z intervalu (0, 1).

Obrazek 6.5: Nahodné hozend jehla

Toto ¢islo bude ptredstavovat x-ovou soutadnici stfedu jehly. Dale si vygene-
rujeme ndhodné ¢islo a z intervalu (—m/2,7/2), coz bude uhel, ktery svira
jehla s kladnym smérem osy x. Vypoctéme nyni hodnoty z, a z,, predstavujici
x-ové soutadnice levého a pravého konce jehly:

1
Ty =T, — —COSQ a xp:xS—I—Zcosoz.

4
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Jehla protne primku x = 0 v ptipadé, ze x, < 0, nebo piimku =z = 1
v piipadé, ze z, > 1. Nyni si uvedme program, ktery implementuje vyse
zminéné uvahy. Do proménné s se nacita pocet hodu, pti kterych jehla protla
nékterou z piimek, a ziskana aproximace ¢isla 7 se ulozi do promeénné 7,0z

s = 0; % inicializace
for i=1:n

rand;
alfa = -pi/2 + rand * pi;

X_8

x_1
X-p

x_s - 1/4xcos(alfa);
x_.s + 1/4xcos(alfa);

if x1 <=0 | xp>1
s = s + 1; % jehla protne nekterou z primek
end
end

pi_aprox = n / s;
Na zavér poznamenejme, ze nas program vytvoreny k aproximaci 7 je pouze

ilustrativni, jelikoz sdm 7 obsahuje. Uvedme si jesté tabulku vysledki pro
jedno konkrétn{ spusténi programu.?

| | Taproz — | | 9,011/y/n
102 2-10-1 ] 9,01-10 "
103 3,3-107%2 | 2,85-107!
10* | 8,89-10"*9,01-1072
10° | 1,61-1072 | 2,85 - 102
106 | 7,56-10"3 | 9,01-1073
107 | 7,19-107%|2,85-1073
108 | 8,67-107%]9,01-107*

Priklad 2 Nejprve pocitejme pomoci Newtonova-Leibnizova vzorce:

1 371
1
/xde:[‘r—} = -.
0 31, 3

4Uvédomme si, ze pii dalsim spusténi obdrzime, vzhledem k piftomnosti ndhodné ge-
nerovanych ¢isel, vysledky jiné; jak jsme si vSak uvedli v kapitole 1.4, chyba aproximace
nen{ s pravdépodobnosti 95 procent vétsi nez 9,011/+/n.
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Nyni si uvedeme kéd, ktery pomoci metody Monte Carlo ptiblizné vypocte

i By .. L, L (.
fo 2% dx a spoétenou hodnotu ulozi do proménné obsah. Proménnd n udava

pocet nahodné generovanych bodu v jednotkovém étverci a do proménné s

se nacitd, kolik z téchto bodu leZf pod grafem ¢ na grafu funkce y = 2.

s = 0; % inicializace

fori=1:n
x = rand; y = rand; % nahodny bod [x,y] z (0,1)x(0,1)
if y <= x72
s =8 + 1;
end
end

obsah = s / n;

Uved'me si jesté tabulku vysledkii pro jedno konkrétni spusténi programu.®

n | |obsah —1/3| 1/y/n
102 3,33-1073 1-1071
103 6,33-1073 | 3,16 - 102
10% 1,03-1073 1-1072
10° 1,44-107% | 3,16 - 1073
10° 2,04 -107* 1-1073
107 1,23-107*{ 3,16 -10~*
108 7,32-10°¢ 1-107*

Priiklad 3 Nésledujici program implementuje metodu Monte Carlo pro pfi-
blizny vypocet integralu |; /1 —2*dz a vypocte aproximaci Tap,o, Cisla .
Jedna se o jednoduchou modifikaci programu z ptikladu 2.

s = 0; % inicializace

for i 1 :n
x = rand; y = rand; % nahodny bod [x,y] z (0,1)x(0,1)
if x72 + y"2 <=1
s =8 +1;

end
end

°Pi dalsfm spustén{ obdrzime (vzhledem k pi{tomnosti ndhodné generovanych éisel)
vysledky jiné. Chyba aproximace nen{ s pravdépodobnost{ 75 procent vé&tsi nez 1/4/n.
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pi_aprox = 4 * s / n;

Uvedme si jesté tabulku vysledki pro jedno konkrétni spusténi programu.

n |7Taprox - 77-‘
102 | 5,84-1072
103 | 2,24-1072
10* | 5,21-1073
10° ] 2,83-1073
106 | 3,61-1074
107 | 9,51-107°
108 | 1,27-1074

6

Priklad 4 Uvedeme kéd, ktery do proménné m,,., ulozi aproximaci ¢isla

vypoc¢tenou pomoci m prvnich ¢lenu Gregoryho fady.

s = 0; % inicializace

for n
S
end

pi-aprox

V nasledujici tabulce jsou vysledky po spusténi programu:

1 :m

s + (-1)"(n+1)/(2*%n - 1);

=4 x g;

m |7Tapr0a: - 7T|
102 1072
103 1073
10 1074
10° 1075
10° 107°

Muzeme také pouzit vztah (1.6) pro vyrazné zrychleni konvergence a nahra-

dit tak cyklus ve vySe uvedeném programu cyklem

for n
k
S

end

1 :m
2%n - 1;

s + (-1)"(n+1)/k * ( 1/2°k + 1/37k );

50pét si uvedomme, Ze pii dalsim spusténi obdrzime vysledky jiné.
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Ziskané vysledky uvadime v nasledujici tabulce:

m |7Tap7“oa: - 7T|
5| 1,49-1074
10 7,4-1078
15| 4,87-1071!
20 | 3,69-107

Reseni ke kapitole 1.5

Priklad 1 Mame za kol nejprve vyfesit rovnici
g(x) :==In(x)+ (z-1)*=0

pomoci Newtonovy metody. Po chvilce premysleni nds mozna napadne, ze
feSenim nasi rovnice je ¢islo 1. Spoc¢téme nyni derivaci funkce g v bodé z:

1
! 2
g (z) =—+3(x—1)".
x
Nésledujici program pak realizuje feseni zadané rovnice Newtonovou meto-
dou pro dané € a pocatecni aproximaci zy. ReSeni rovnice program nakonec
ulozi do proménné z.

x = x_0;

g = log(x) + (x-1)73;
dg = 1/x + 3*%(x-1)"2;

xn = x - g/dg;

while abs(x.n - x) >= epsilon
X = X.n;

g = log(x) + (x-1)°3;
dg = 1/x + 3*%(x-1)"2;

xn = x - g/dg;
end
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Resend uloh

Napiiklad pro ¢ = 107 a zy = 5 dostdvame feseni x = 0,999999999997277,
pro které plati g(z) = —2,72- 10712
Dalsim tkolem je vytesit pomoci Newtonovy metody rovnici
g(z) =1—z—c* =0.

Zamyslime-li se opét nad fesenim nasi rovnice, mohlo by nés napadnout, ze
feSenim je ¢islo 0. Spoctéme déle derivaci funkce g v bodé x:

g(x)=—-1+ 2re ",

Program pro numerickou realizaci pouzijeme stejny jako vyse, az na rozdilné
definice g(z) a ¢'(z):

g=1-x - exp(-x72);
dg = -1 + 2*xx*exp(-x72);

Napiiklad opét pro e = 107* a zy = 5 dostdvdme feSeni z = — 4,22 - 10719,
pro které plati g(z) = 4,22 - 1071,

Piiklad 2 Budeme postupovat velmi podobné jako v fesSeni ptikladu 1. Nej-
prve pomoci Newtonovy metody zkusme aproximovat &islo /2. Uvazujme
(napriklad) rovnici

g(x) =2 —-2=0
a pocitejme ¢'(x) = 2z. Program pouzijeme stejny jako v piikladu 1, az na
rozdilné definice g(z) a ¢'(z):

g =x"2 - 2;
dg = 2%x;

Pro volby ¢ = 107* a 2y = 1 dostdvame feseni x = 1,414213562374690,
pro néz plati |z — /2| = 1,59 - 10712,
Nyni pomoci Newtonovy metody zkusme aproximovat ¢islo . Uvazujme
(napriklad) rovnici
g(x) :=sinx =0
a pocitejme ¢'(z) = cosz. Program opét pouzijeme stejny jako v piikladu 1,
az na rozdilné definice g(z) a ¢'(x):

g = sin(x);
dg = cos(x);

Pro volby ¢ = 1072 a 2y = 3 dostdvdme feseni x = 3,141592653300477,
pro néz plat{ |z — w| = 2,89 - 10717
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Reseni ke kapitole 1.6

Priklad 1 Funkci e* nahradime na okoli bodu xq = 0 Taylorovym polyno-
mem stupné n € N:7

0 0
e’ = T,(xr) = eo+eo(:c—0)+%(x—0)2+~-~+e—'(3§—0)"
! n!
_ 7 z"
= 1ottt

Proto pro z = 1 dostavame

1 1
e%Tn(l):1+1+i+...+m.

Nyni si uvedeme kod pro aproximaci ¢isla e dle vyse uvedeného vztahu.

% inicializace
Tn =1;
fact = 1; % promenna pro vypocet faktorialu

for k=1 :n
fact = fact * k;
Tn = Tn + 1/fact;
end

Po dobéhnuti programu mame (pro dané n) v proménné T,, ulozenu hod-
notu 7, (1) aproximujici ¢islo e. Nasledujici tabulka ilustruje ziskané vysledky

n | Ryi(1) =e—T,(1)

5 1,62-10°°
10 2,73-108
15 5,06 - 10~ 14

a na obr. 6.6 muzeme vidét, jak se na okoli bodu 0 Taylorovy polynomy
postupné primykaji k funkci e”.

"Ptipomeiime, 7e (e¥) = e®.
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Resend uloh

Ty(z) = Ty(z) + =

Obréazek 6.6: Nahrazeni funkce e* Taylorovymi polynomy v bodé zy = 0

Piiklad 2 Nasim tukolem bude nahradit funkci arctg x na okoli bodu zy = 0
Taylorovym polynomem stupné n € N:

arctgx ~ T,(x),

pricemz

arctg” (0)

T, (z) = arctg (0)+arctg’ (0)(z—0)+ 921

(z—0)*+

Plati, ze arctg (0) = 0, a derivovanim zjistime, ze
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n arctg™ (z) arctg™ (0)
1
1
14—2952
T
2 — 0
(14 22)?
1 — 322
3 ) B 9 = (2!
(14 22)3 (2!
z(1 — 2?)
4 24— 0
(14 22)4
1 —102% + 52°
5 g — LT 24 = 4!
(14 22)°
-1 2 4
6 _240:70(3 0z* + 32%) 0
(14 a2)8
1 —212% + 352" — 7a°
71 =720 -720 = -(6!
(14227 (6')
Odtud lze odvodit, ze
0 pro n sudé
™ (0) — ) )
arctg™ (0) { (=1)"= ' [(n —1)] pro n liché.

Pro sudé n tedy plati, ze T,,(z) = T,,_1(z), a pro lich&d n dostdvdme®

21 3 N A z® 6la”

e - T T
3 0 z’ ntl 4 L
— S T . —1) =z t!
z—3 + i - +---+(—1)
nT-H 2k—1
- Y o 6.3
>V (6.3)

Proto pro z = 1 a licha n mame

ntl
T 2 (_1)k+1
— =arctg (1) = T,(1) =
T anctg (1) R T, (1) =) S
k=1
a tedy
n41
2 (_1\k+1
T4 (=1)
2k — 1
k=1

8Srovnejte s Leibnizovou fadou na str. 16.
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Resend uloh

Nyni si uvedeme program, ktery pro dané liché n vypocte aproximaci maproq
¢isla 7 dle vyse uvedeného vztahu.

Tn = 0; % inicializace

for k=1 : (n + 1)/2
Tn=Tn+ (-1)"(k + 1)/(2xk - 1);
end

pi_aprox = 4 *x T_n;

Nasledujici tabulka ilustruje ziskané vysledky

n |7Tap7"ox _ 7T|
10° -1 2-107°
10t -1 2-107*
10° — 1 2-107°
106 — 1 2-107¢

a na obr. 6.7 muzeme vidét, jak se na okoli bodu 0 Taylorovy polynomy T, (x)
postupné piimykaji k funkci arctg x.

Obrazek 6.7: Nahrazeni funkce arctg x Taylorovymi polynomy v bodé xqg = 0

Piiklad 3 Uvazujme funkci
flx) =2 —k(2*-2), k>0
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Plati f'(z) = 1 — 2kz a také, ze existuje ¢islo A\ takové, ze?

Veel: |[fi(x)] <A<,

kde I C (0,1/k) je libovolny uzavieny interval. Aby pevny bod v/2 funkce f
nélezel intervalu (0, 1/k), predepiseme

ke (0,1/2).

10

Pouzijeme-li pak vétu na str. 18, dostavame,'” ze posloupnost (x,,) definovand

predpisem
Tpy1 = f(w,) =2, — k(22 —2), n=0,1,2,3,..., (6.4)

konverguje k v/2 pro libovolné zy € (0,1/k).

Nyni si uvedeme koéd metody prostych iteraci, ktery pro dané k, danou
ukoncujici podminku e a pocatecni aproximaci zy vyda aproximaci \/iapmz
pevného bodu v/2 funkce f. Proménnd n slouzi k nacitani poctu potiebnych
iteraci, tj. k méreni rychlosti konvergence.

% incializace

n-=1;

x = x_0;

xn =x - kx(x"2 - 2);

while abs(x.n - x) >= epsilon
n=n-+1;
X = X.n;
xn =x - kx(x"2 - 2);

sqrt2_aprox = x.n;

V nasledujici tabulce pak uvadime rychlost konvergence (tj. pocet potfebnych
iteraci n) pro e = 107% a o = 1.

9Vyfteste si nerovnici | /()| < 1.

10Plati, ze f'(x) =1 — 2kx = 0 pro @ = 5. Grafem kvadratické funkce f je parabola.
Vrchol této paraboly mé soufadnice [ik ik +2 } a jeji ramena smeétfuji dolu. Déle plati
f(0) = f(1/k) = 2k, a proto

((0,1/k)) ( +2k> c (0,1/k).

Volime-li tedy uzavieny interval I C (0,1/k) tak, aby (Zk, 41k + 2k:> C I auxzy € I, pak
posloupnost (6.4) lezi v I.
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Resend uloh

k ‘ n ‘ |\/§aprow_\/§|
/2121 202-107°
1/3| 8 | 248-1071°
1/4 | 16 2-107°

Tedy napiiklad pro k = 1/3 dostavame rychlejsi konvergenci nez v pripadé
k=1/4.

Pro konvergenci i pro zo = 5 volime!! naptiklad k& = 1/6, aby interval
(0,1/k) = (0,6) obsahoval xg. Pro € = 1078 dostdvame:

k n ‘\/iapro — \/i‘
1/6 | 28 9,83-1077
1/7 | 34 9,65-107°
1/8 [41| 1,32-1078
1/9 | 47| 1,89-1078
1/10 | 53 2,35-107%

Piiklad 4 Budeme postupovat podobné jako v feSeni piikladu 3. Pevnym
bodem funkce
f(z) =z +sinz

je c¢islo m. Plati f'(z) = 1+ cosz a také, ze existuje ¢islo A takové, ze
Veel: |f(x)]<X<l,

kde I C (’T 37?) je libovolny uzavieny interval. Pouzijeme-li pak vétu na

2732
str. 18, dostdvdme,'? Ze posloupnost (z,) definovand predpisem

Tpt1 = f(xy) =z, +sinz,, n=0,1,23,..., (6.5)

konverguje k 7 pro libovolné z, € (g, %W)

Nyni si uvedeme kéd metody prostych iteraci, ktery pro dané € a danou
pocatecni aproximaci zy vyda aproximaci 7y, pevného bodu 7 funkce f.
Proménna n slouzi k nacitani poctu potiebnych iteraci.

% incializace

HExperimentdlné ziskdme dobré vysledky i pro volbu k = 1/5 ¢ k = 1/4, konvergence
metody vSak jiz neni zaruc¢ena vétou na str. 18.
12Plati

()60 G- G (3)

Volime-li tedy uzavieny interval I C (g, %7‘(‘) tak, aby (g +1, %77 — 1) Cc Il axyel, pak
posloupnost (6.5) lezi v 1.
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n-=1;
= x_0;
xn = x + sin(x)

"
|

while abs(x.n - x) >= epsilon
n=n-+1;
X = X.n;
xn = x + sin(x);

end

pi-aprox = xmn;

V nésledujici tabulce pak uvddime vysledky pro ¢ = 1071

Zo ‘ n ‘ |7Tap7‘oa: — 7T|
2 3| L5L-107°
312|147 1071
4 13/889-1071

6.2 Ulohy kapitoly 2

Reseni ke kapitole 2.2

Piiklad 1 Nejprve si ocislujme jednotlivé suroviny (ingredience) pouzité
v nasich receptech:

1 brambory 16  kufeci maso 31 rajsky protlak
2 bujén 17 lasagne 32  skofice
3 cibule 18 majoranka 33 slanina
4 cukr 19 maslo 34 soda
5 Cesnek 20 mléko 35 sbéjova omacka
6 cocka 21  mouka 36 solamyl
7 drozdi 22  mrkev 37 sul
8 Hera 23 ocet 38 syr
9 hoicice 24 olej 39 tatarka
10 hovézi maso 25 orisky 40 vanilkovy cukr
11 jablko 26 pept 41  vejce
12 jogurt 27 petrzelka 42 veprové maso
13 kakao 28 povidla 43  vino
14 kmin 29 prasek do peciva 44 worchesterova omacka
15 kokos 30 rajcata
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Resend uloh

Nyni si uvedeme kéd pro vytvoreni nasi databédze recepti. Ta je reprezen-
tovana incidenc¢ni matici inc, jejiz tadky odpovidaji jednotlivym receptum a
sloupce odpovidaji jednotlivym ingrediancim. Matice inc obsahuje na 4j-té
pozici jednicku, pokud -ty recept obsahuje ingredienci s ¢islem j; v opacném
pripadé je na ij-té pozici nula.

function inc = recepty()
% function inc = recepty()
h

% inc ... matice incidence receptu a surovin

pocet_surovin = 44;
pocet_receptu = 17;

inc = zeros(pocet_receptu,pocet_surovin);

inc(1,[4,7,8,20,21,41]) = 1;
inc(2,[3,16,24,35,36,37,41,44]) = 1;
inc(3,[2,3,5,6,9,18,19,21,22,24,26,27,37,41]) = 1;
inc(4,[4,7,20,21,24,29,37,41]) = 1;
inc(5,[3,16,19,26,33,35,37,38]) = 1;
inc(6,[4,7,14,21,23,24,37]) = 1;
inc(7,[1,3,26,37,39]) = 1;

inc (8, [4,15,20,21,24,29,40,41]) = 1;
inc(9,[5,12,16,21,26,37,38,39,41,43]) = 1;

inc (10, [4,13,20,21,24,29,41]) = 1;
inc(11,[4,11,13,20,21,24,28,29,32,34,37,41]) = 1;
inc(12,[7,21,24,37]) = 1;

inc(13,[3,16,24,33,37]) = 1;

inc (14, [4,7,19,20,21,25,32,37,41]) = 1;

inc (15, [4,8,13,21,25,32,41]) = 1;
inc(16,[3,5,10,17,19,20,21,24,26,30,31,37,38,43]) = 1;
inc(17,[5,18,24,26,31,36,37,41,42,44]) = 1;

Déle si uvedeme program, ktery posoudi blizkost dotazu s recepty v databazi
a vypise recept (popf. recepty), ktery je nejblize danému dotazu. V programu
je pouzita projekce do téch slozek (surovin), ve kterych je vektor pozadavku
(dotazu) nenulovy.'3

13Uvazujme napi. projekci do n = 4 slozek. Projektovany recept zapisme jako 7, =
[s1, $2, 83, 84] a projektovany pozadavek jako p, = [1,1,1,1]. Kosinus jejich thlu pak
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function blizkost(inc)
% function blizkost(inc)

% Zjistuje blizkost pozadavku (vektoru danych surovin)
% a receptu z databaze

b
% inc ... matice incidence projektovana na zadane
pA slozky (suroviny)

% radky matice normujeme!®

for i = 1 : size(inc,1)
norm_radek = norm(inc(i,:));
if norm_radek > 0
inc(i,:) = inc(i,:) / norm_radek;
end
end

% velikost projektovaneho pozadavku
norm_pozadavek = sqrt(size(inc,2));

% urceni blizkosti projektovaneho pozadavku
% a projektovanych receptu

kosinus_uhlu = sum(inc,2) / norm_pozadavek; !

shoda = max(kosinus_uhlu);

indexy = find(kosinus_uhlu == shoda);
disp([’Dotazu nejlepe vyhovuje recept cislo: ’, int2str(indexy’)])
disp([’Mira shody je: ’, num2str(shoda), ’ (max: 1, min: 0)’])

A konec¢né dotazy nad nasi databazi recepti provedeme pomoci nasledujiciho

vypocteme jako

Tp Pp S1 + S2 + 83 + S4
Cos p = =

Irallllpell — lImpllvn

14 Hledame-li napiiklad recepty obsahujici brambory a bujén, projektujeme inc na prvni
dva jeji sloupce.

15Tj. kazdy nenulovy fddek matice vyndsobime pievrdcenou hodnotou jeho velikosti.
Velikost fadku matice ziskdme pomoci funkce norm.

16V proménné kosinus_uhlu je ulozen vektor viech kosinti thli projektovanych recepti
a projektovaného pozadavku.
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Resend uloh

skriptu:
inc = recepty();

% dotaz 1
suroviny = [4,7,8,13,21,32];
blizkost(inc(:,suroviny))

% dotaz 2
suroviny = [37,38,44];
blizkost (inc(:,suroviny))

% dotaz 3
suroviny = [5,9,16,18,26,33,37];
blizkost(inc(:,suroviny))

Uvedme si také vysledky naseho prohleddvani:

e dotazu 1 (cukr, drozdi, Hera, kakao, mouka a skofice) odpovida nejlépe
recept ¢. 15 (mira schody je 0,91),

e dotazu 2 (sul, syr a worchester) odpovidaji nejlépe recepty ¢. 2, 5, 9,
16 a 17 (mira schody je 0,82),

e dotazu 3 (Cesnek, hofcice, kufeci maso, majoranka, pepf, slanina a stl)
odpovida nejlépe recept ¢. 3 (mira schody je 0,85).

Piiklad 2 Postupujeme podobné jako v piikladu 1. Recepty neobsahujici
zadané ingredience vyhledame pomoci negovanych hodnot matice incidence:
inc = recepty();

% dotaz 1 (ABKM)

suroviny = [8,12,19,20,38,39];

blizkost (double(~(inc(:,suroviny))))

% dotaz 2 (vegetarianske)

suroviny = [10,16,33,42];

blizkost (double(~(inc(:,suroviny))))

Vysledky prohledavani jsou:
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e mléko, Heru, jogurt, méslo, syr a tatarskou omacku neobsahuji recepty
¢.2,6,12,13 a 17,

e 7adné maso ani slaninu neobsahuji recepty ¢. 1, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 12
14 a 15.

Reseni ke kapitole 2.3
Priiklad 1 Uvadime kod teseni:

= [1,-1]; b = [2,0]; c = [1,1]; % vrcholy trojuhelniku abc

)
|

k = 2; % stejnolehlost se stredem v [0,0] a koeficientem k
fi = pi / 2; % rotace se stredem v [0,0] a uhlem fi
p = [-3,-2]’; 7% posunuti s vektorem posunuti p

P =[a’ b c’];
figure; hold on; axis equal; grid on; box on

% vykresleni puvodniho trojuhelniku abc
£fi11(P(1,:),P(2,:),’red’);

% stejnolehlost
Ps = k x P;!7
fill(Ps(1,:),Ps(2,:),’yellow’);

% rotace

R = [cos(fi),-sin(fi); sin(fi),cos(fi)]; % matice rotace
Pr = R * Ps;

fill(Pr(1,:),Pr(2,:),’blue’);

% posunuti
Pp = Pr + [p p pl;
fill(Pp(1,:),Pp(2,:),’green’);

Na obr. 6.8 je zndzornén graficky vystup programu.

o o

2 = kI, kde I je jednotkova
matice, pak P = TP = kIP = kP. (Plati totiz [P = PI = P.)

17Jelikoz pro transformaéni matici plati T =
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Resend uloh

Obrézek 6.8: Vzorovy trojihelnik (Cervené) a jednotlivé obrazy

Piiklad 2 Uvedme nejprve kod funkce transformace:

function at = transformace(a,k,fi,p)
% function at = transformace(a,k,fi,p)

b

% Funkce transformuje zadany bod a.

b

% a ... a= [x;y] zadany bod

% k ... koeficient stejnolehlosti

% fi ... uhel otoceni

% p ... vektor posunuti

% at ... at = [xt;yt] transformovany bod

% matice rotace
R = [cos(fi),-sin(fi);sin(fi),cos(fi)];

% aplikace transformaci
at = Rx(k¥a) + p;

A dale uvedeme koéd transformujici podle zadanych parametru k, fi a p
n-thelnik zadany matici P.

figure; hold on; axis equal; grid on
% zjisteni poctu vrcholu n-uhelniku
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n = size(P,2);

% prealokace vysledne matice
Pt = zeros(2,n);

% vykresleni vzoru
fill(P(1,:),P(2,:),’red’);

% aplikace transformaci
fori=1:n
Pt(:,i) = transformace(P(:,1i),k,fi,p);

end

% vykresleni vysledku
fil1(Pt(1,:),Pt(2,:),’green’);

Priiklad 3 Uvadime program, ktery pro dany pocet iteraci n provadi geome-
trickou transformaci dle tabulky 2.1. Tento program vyuziva funkci
transformace z piikladu 2.

x = [0.5; 0.5]; % pocatecni bod

figure; hold on;

h = plot(x(1),x(2));

set(h, ’markersize’,3,’color’,[0 0.3 0], ’erasemode’,’none’) ;
axis([-3 3 0 10])

for i =1 :n
r = rand;
if r < 0.85

x = transformace(x,0.85,-0.05,[0;1.5]);
elseif r < 0.92

x = transformace(x,0.3,1,[0;1.5]);
elseif r < 0.99

x = transformace(x,0.25,-1,[0;0.5]);
else

x = [0 0;0 0.15]*x;
end
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Resend uloh

% vykresleni bodu
set(h, ’xdata’,x(1),’ydata’,x(2));
drawnow

end

Na obr. 6.9 je zndzornén vysledny obrazec pro 30000 iteraci.'®

10

| g o AR~
2] wiézi% N i

Obréazek 6.9: Matematickd kapradina

6.3 Ijlohy kapitoly 3

Reseni ke kapitole 3.2

Priklad 1 Nasledujici kéd nalezne pftiblizné pomoci Eulerovy metody cas
v hodinach, po kterém je nutno podat dalsi davku 1éku pacientovi trpicim ast-
matem. Za konstantu c1 dosadime pro theofylin 48 m¢/min, za v_d dosadime
354, za c0 volime 20 ug/ml a za c_dolni dosadme 10 pug/ml. Vysledny cas
je v proménné cas.

18 Jelikoz se jednd o transformaci zadanou pomoci pravdépodobnosti, dostaneme i pii
neménném poctu iteraci pti kazdém spusténi lehce jiny vysledek.
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tN = 10;1

n = 1e5;%

k = c1*60/1000/v_d;
h = tN / n;

t =0 :h : tN;
i=1;

c(1) = c0;

while c(i) >= c_dolni
c(i+1) = c(i) - hxk*xc(i);
i = i+1;

end

cas = t(i-1);

Pro dostateéné velké n (napt. pro ndmi zvolené n = 10°), zjistime, ze dalsi
davku 1éku musime pacientovi podat po 8,423 hodinéch (tj. cca po 8 hodinach
25 minutédch 23 sekundéch).

Jinou moznosti, jak vyfesit nas piiklad, je pouziti vztahu (3.4) pro nale-
zeni hodnot funkce ¢(t), vykresleni grafu této funkce a nasledny odhad casu,
ve kterém je tfeba podat dalsi 1ék (viz obr. 6.10).

Pro tplnost si uvedme jesté analytické feseni nasfi tlohy. Po dosazeni
zadanych hodnot dostaneme Cauchyovu tlohu

) = —Ze(t),
¢(0) = 20. (6.6)

Derivovénim se lze presvédcit, ze feSenim tlohy (6.6) je funkce
2,88

c(t) = 20e” 35 ",

7 této funkce sestavime rovnici s neznamou t, kterda popisuje cas do dalsi
aplikace 1éku

884

_288
10 = 20e™ 3
Po dalsi dpravé ziskame rovnici

1 2,88
In- = — t.
2 35

19Cas tN jsme ,uhadli“ tak, aby pFilis nepFevysoval potfebny ¢as pro podani léku. Toto
,hadani“ se dd vyftesit napf. prvotnim spusténim tohoto programu s dostatecné velkym
tN.

20Poznamenejme, ze n je rozumné volit dostateéné velké, protoze h je nepiimo imérné
n. V kapitole 3.1 jsme si uvedli, ze chyba aproximace feseni pomoci Eulerovy metody zavisi
pfimo imérné na kroku h.
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Resend uloh

koncentrace 1éku v krvi (v pug/ml)
P N R N
N (o)) [ee] o N E ) © o

N
T

o

¢as (v hodindch)

Obrazek 6.10: Pokles koncentrace theofylinu v krvi v zavislosti na case

7 ni uz snadno vypocitame, ze dalsi davku theofylinu je nutno podat za
priblizné 8,424 hodin, tedy za 8 hodin 25 minut 26 sekund.

V nasledujici tabulce si jesté ukdzeme, jak zavisi chyba aproximace kon-
centrace theofylinu v ¢ase T" = 8,423 hodin ziskand Eulerovou metodou na
volbé n, a tuto chybu porovname s odhadem (3.5). Vy¢isleni odhadu (3.5) je

v

vypocet prenechame zvidavému ctenafi.

n | h | o) =€) | g (KT —1)h
107 | 102 20103 821073
10° | 10°3 2,910 8,210
106 | 10~* 2,9-1075 8,2-1075

Piiklad 2 Pomoci stejného kédu jako v piikladu 1 najdeme pfiblizné cas
v hodinach, po kterém je nutno podat dalsi davku léku pacientovi s horeckami,
bolestmi hlavy, svalt ¢i kloubt. Za konstantu c¢1 dosadime pro kyselinu ace-
tylsalicylovou 650 mf/min, za v_d dosadime 11 ¢, za c0 volime 300 ug/ml a
za c_dolni dosadme 150 pug/mf. Vysledny ¢as je opét v proménné cas. Je-
dinou zménu provedeme v nastaveni proménné tN.
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tN = 2;2

cas = t(i-1);

Pro dostateéné velké n (napt. pro ndmi zvolené n = 10°), zjistime, ze dalsi
davku léku musime pacientovi podat po 0,195 hodinach (tj. cca po 11 minu-
tach 42 sekundach).

Jinou moznosti, jak vyfesit nas piiklad, je pouziti vztahu (3.4) pro nale-
zeni hodnot funkce ¢(t), vykresleni grafu této funkce a nasledny odhad ¢asu,
ve kterém je tfeba podat dalsi 1ék (viz obr. 6.11).

300

koncentrace 1éku v krvi (v pg/mfl)

— —— = —
¢as (v hodindch)

Obrézek 6.11: Pokles koncentrace kyseliny acetylsalicylové v krvi v zavislosti
na case

Nakonec si uvedme opét analytické feseni nasi tlohy. Po dosazeni za-
danych hodnot dostaneme Cauchyovu tlohu

(6.7)

Derivovanim se lze pfesvédcit, ze fesenim ulohy (6.7) je funkce

&(t) = 300e™ 1.

21Cas tN jsme opét ,uhadli“ tak, aby pfilis nepfevysoval potiebny ¢as pro podani 1éku.
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Resend uloh

7 této funkce sestavime rovnici s neznamou ¢, kterd popisuje cas do dalsi
aplikace 1éku "
150 = 300e™ 1%,

Po dalsi upraveé ziskdame rovnici

7 ni uz snadno vypocitame, ze dalsi davku kyseliny acetylsalicylové je nutno
podat za priblizné 0,196 hodin, tedy za 11 minut 46 sekund.

V nasledujici tabulce si jesté ukdzeme, jak zavisi chyba aproximace kon-
centrace kyseliny acetylsalicylové v case T' = 0,195 hodin ziskand FEulerovou
metodou na volbé n, a tuto chybu porovname s odhadem (3.5). Vyé¢isleni

v

vyrazu a podrobny vypocet prenechame zvidavému ctenarii.

n ‘ h ‘ |Caproz(T) — E(T)‘ ‘ % (eK(T—to) _ 1) h
107 ] 107 L9 5,1

10° | 1078 1,910~ 53101

10° | 107 1,810 5.3.10°2

Reseni ke kapitole 3.3

Piiklad 1 Abychom numericky vyftesili nas priklad, budeme se nyni zabyvat
upravou Eulerovy metody, kterou jsme se zabyvali v kapitole 3.1. Ale zatimco
rekurzivni vztah (3.4) ndm umoznuje nalézt hodnoty funkce y pro ¢asy t > t,
potiebujeme nyni odvodit obdobny vztah pro casy ¢t < t;. Hodnota ¢, je
pro nés cas, ve kterém zname hodnotu hledané funkce popsané diferencialni
rovnici. Napf. v nasem pripadé je ¢ty rok 1967, ve kterém jsme zmérili pocet
atomu olova-210 v gramu rudy v barvé na zkoumaném obrazu.

K feseni tlohy na intervalu (t_y, to) pouzijeme opét aproximaci derivace
funkce y v bodé t pomoci tzv. diference y v tomto bodé. Ale misto tzv.
doptedné diference, kterou jsme pouzili v kapitole 3.1, nyni pouzijeme tzv.
zpétnou diferenci

y(t) —y(t —h)

y'(t) ~ ,

h
kde h je ,malé“ a kladné.
Po upravé dostaneme

y(t —h) = y(t) — hy'(t).
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Pouzijeme-li diferencidlni rovnici z (3.2), ziskame vztah
y(t = h) ~ y(t) — hf(L,y(t)). (6.8)
Zvolme ,dostatecné malou“ pevnou velikost h > 0 a sestrojme posloupnost
to, t_1:=tg—h, t_o:=tg—2h, ..., t_y =1ty — Nh.

Ozna¢me pomoci ¥y, aproximaci hodnoty presného feseni y(t,). Po pridani
pocatecni podminky dostdvame z (6.8) rekurzivni vztah

Yo :y(t())a
Yn-1="Yn — hf(tn,yn), n=0,—1,...,—N. } (6.9)

Pomoci nasledujiciho kédu lze zjistit, zda je mozné, aby byl obraz Emauz-
5tf ucednici opravdu cca 300 let stary. Za konstantu N_0 dosadime 1,42-108% a
za r dosadime 420480. Pokud neni splnéna nerovnost N(n+1) <= 5ell, pak
obraz nemuze byt stary 300 let. V tom piipadé muzeme ovérit, zda je mozné,
aby vznikl ptred 20 lety. K tomu staci pouzit stejny kéd s jedinou tupravou,
pri které za tN dosadime misto hodnoty 300 hodnotu 20.

pr = 22;%
lambda = log(2)/(p.r);

n = leb;*
tN = 300;

h = tN / n;
N(1) = N_O;

for i = 1:n
N(i+1) = N(i) - h*(-lambda*N(i) + r);
end

if N(n+1) <= bell
disp([’0Obraz je pravdepodobne stary 300 let.’])
return

end

22Konstanta p_r popisuje polocas rozpadu olova-210.

23Poznamenejme, ze n je rozumné volit dostateéné velké, protoze h je nepiimo timérné
n. V kapitole 3.1 jsme si uvedli, ze chyba aproximace feseni pomoci Eulerovy metody zavisi
pfimo imérné na kroku h.
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Resend uloh

Pro uvazovany obraz bychom pomoci uvedeného kédu zjistili, ze obraz nem-
7e byt stary 300 let, protoZe v tom ptipadé by N(—300) = 1,6375 - 102 a to
neni mozné. Obraz je tedy dle uvedenych faktu v kapitole 3.3 stary priblizné
20 let. Pro takové stérf ziskdme N(—20) = 2,5494 - 108, coz je v souladu
s béznymi koncentracemi atomu olova-210.

Dalsi moznosti, jak vyfesit nas piiklad je pouziti vztahu (6.9) pro nalezeni
hodnot funkce N(t), kde t < to, vykresleni grafu této funkce a nasledny
odhad, zda je mozné, aby byl obraz stary 300 ¢i jen 20 let. Z obr. 6.12 plyne,
ze obraz nemuze byt stary 300 let. Zatimco z obr. 6.13 je vidét, ze obraz 20
let mit muze. Stupnice na svislé ose je pro lepsi prehlednost logaritmicka.
Cervend ¢ara na obou obrazcich oznacuje hodnotu 5 - 10'!. Pfipomenme, 7e
je naprosto nemozné, aby pocet atomu olova-210 v gramu rudy, ze které se
oxid olovnaty vyrobil, pfesahl tuto hodnotu.

koncentrace olova-210 (v atomech na gram rudy)

50 100 150 200 250 300
¢as (v rocich)

o

Obrazek 6.12: Pokles koncentrace radioaktivniho olova-210 v gramu rudy
v zavislosti na cCase

Pro tplnost si uvedme jesté analytické FeSeni nasi tlohy. Po dosazeni
zadanych hodnot a vyuzitim faktu, ze polocas rozpadu olova-210 je 22 let,
dostaneme Cauchyovu tlohu

N'(t) = —0,0315N (t) + 420480, } (6.10)

N(0) = 1,42 - 108,
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Obréazek 6.13: Pokles koncentrace radioaktivniho olova-210 v gramu rudy
v zavislosti na case

Derivovanim si muzeme ovéfit, ze FeSenim rovnice (6.10) je funkce

- 4204 4204
N(t) = (1,42 S10% — ﬂ) e 00315t | 420480

0,0315 0,0315 "

Zkusme s vyuzitim feseni tulohy (6.10) urcit, zda je mozné, aby byl obraz
pravy. Pokud je t = —300 roku, pak

N(—300) = 1,6383 - 10'2,
Z toho je ziejmé, ze obraz je podvrh. Pokud zvolime ¢t = —20 roku, pak
N(—20) = 2,5494 - 10°.

To odpovida béznym koncentracim atomu olova-210.

V nasledujici tabulce si jesté ukazeme, jak zavisi chyba aproximace poctu
atomu olova-210 N(t) v ¢ase vytvoreni obrazu ziskand Eulerovou metodou
na volbé n, a tuto chybu porovndme s odhadem (3.5) (tento odhad plati
bulce uvadime jen hodnotu tohoto vyrazu a podrobny vypocet prenechame
zvidavému ctenari.
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Resend uloh

n | h | |Napes(—20) = N(=20)] | X (eFto=(=200 _ 1)
10" [2-1073 4796,2 6682,0
105 | 2-1074 479.6 668,2
106 | 2-1075 47,96 66,82

Priiklad 2 Pro numerické feseni naseho piikladu pouzijeme obdobné tpravy
Eulerovy metody jako v predchazejicim piikladu, tj. pouzijeme rekurzivni
vztah (6.9).

Pomoci stejného kédu jako v piikladu 1 muzeme ovérit, zda je mozné, aby
byl obraz Krajkarka opravdu cca 300 let stary. Za konstantu N_0 dosadime
0,25-108% a za r dosadime 735840. Pokud by nebyla splnéna nerovnost N(n+1)
<= bell, pak obraz nemuze byt stary 300 let. V tom ptripadé muzeme ovérit,
zda je mozné, aby vznikl pred 20 lety. K tomu stac¢i pouzit stejny kod s jedinou
upravou, pii které za tN dosadime misto hodnoty 300 hodnotu 20.

Pro uvazovany obraz bychom pomoci uvedeného kédu gjistili, ze obraz
muze byt stary 300 let, protoze N(—300) = 2,096 - 10'° a to je v souladu
s béznymi koncentracemi atomu olova-210.

Dalsi moznosti, jak vyfesit nas priklad, je pouziti vztahu (6.9) pro nalezeni
hodnot funkce N(t), kde t < to, vykresleni grafu této funkce a nasledny
odhad, zda je mozné, aby byl obraz stary 300 ¢i jen 20 let. Z obr. 6.14 plyne,
ze obraz muze byt stary 300 let. Stupnice na svislé ose je pro lepsi prehlednost
logaritmicka. Cervend ¢ara na obrazku oznacuje hodnotu 5 - 101

Pro tplnost si uvedme jesté analytické FeSeni nasi tlohy. Po dosazeni
zadanych hodnot a vyuzitim faktu, ze polocas rozpadu olova-210 je 22 let,
dostaneme Cauchyovu tlohu

N'(t) = —0,0315N (t) + 735840, } (6.11)

N(T) = 0,25 - 108,

Derivovanim si muzeme ovéfit, ze FeSenim rovnice (6.11) je funkce

) \ )
N(t) = (0,25 108 - 1358 0) Joosis , 35840

0,0315 0,0315

Zkusme s vyuzitim FeSeni tlohy (6.11) urcit, zda je mozné, aby byl obraz
pravy. Pokud je t = —300 roku, pak

N(—-300) = 2,097 - 10'°.

7 toho je ztejmé, ze obraz muze byt skuteéné pravy.
V nasledujici tabulce si jesté ukazeme, jak zavisi chyba aproximace poctu
atomu olova-210 N(¢) v ¢ase vytvofeni obrazu ziskana Eulerovou metodou
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Obréazek 6.14: Pokles koncentrace radioaktivniho olova-210 v gramu rudy
v zavislosti na case

na volbé n, a tuto chybu porovndme s odhadem (3.5) (tento odhad plati

v

bulce uvadime jen hodnotu tohoto vyrazu a podrobny vypocet prenechame
zvidavému ctenari.

n | h | |Naproe(=300) = N(=300)| | 2L (eflto=(=300) _1)p
10" [3-10°2 9,310 1,3-10"
10° | 3-107° 9,4 - 106 1,310
105 | 3-1074 9,4 -10° 1,310

Reseni ke kapitole 3.4

Priklad 1 Nasledujici kod odhadne pomoci Eulerovy metody vyvoj popu-
lace USA v letech 1790-1950. Za konstantu a dosadime pocatek zkoumaného
intervalu, tedy rok 1790, a za konstantu b dosadime konec zkoumaného in-
tervalu, tedy rok 1950. Samotné hodnoty odhadované velikosti obyvatelstva
USA jsou v proménné y.
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Resend uloh

y0O = 3929000;
n = le5;*

h = (b-a)/n;
t =a : h : b;
y(1) = y0;

fori=1:n
y(i+1) = y(i) + h*(0.03134*y(i) - 1.5887e-10*y(i)~ 2);
end

Pomoci tohoto kédu jsme nalezli aproximace poctu obyvatel v letech 1800,
1850, 1900 a 1950, které si muzete prohlédnout v nasledujici tabulce.

Rok Pocet obyvatel Odhad poctu obyvatel Eulerovou metodou
1790 3 929 000 3 929 000
1800 5 308 000 5 335 985
1850 23 192 000 23 191 645
1900 75 995 000 76 868 359
1950 150 697 000 148 675 121

Tabulka 6.1: Populace USA v letech 1790-1950 a odhady jeji velikosti Eule-
rovou metodou

Vyvoj populace v letech 1790-1950 odhadnuty Eulerovou metodou si muzete
prohlédnout na obr. 6.15.

Pro tplnost si uvedme jesté analytické FeSeni nasi tlohy. Po dosazeni
zadanych hodnot dostaneme Cauchyovu tulohu

'(4) = 0,03134y(¢) — 1,5887 - 10~ 1042(¢),
y'(t) y(t) y2(t) } (6.12)

y(1790) = 3929 000.
Muzeme si derivovanim ovérit, ze feSenim tlohy (6.12) je funkce
i) = 123134,86
Y = 6,2420023 - 10~ + 0,0307157997 7e—003134(t—1790)

Po dosazeni dostaneme (1800) = 5 336 024, y(1850) = 23 192 502,
7(1900) = 76 871 300 a y(1950) = 148 677 189, coz jsou velmi dobré od-
hady skute¢nych hodnot.

24Poznamenejme, Ze n je rozumné volit dostateéné velké, protoze h je nepiimo imérné
) )
n. V kapitole 3.1 jsme si uvedli, ze chyba aproximace feseni pomoci Eulerovy metody zavisi
pfimo imérné na kroku h.
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Obrazek 6.15: Odhad poctu obyvatel USA v letech 1790-1950

Nabizi se prirozené napad, pouzit vyse uvedeny kéd pro odhad poctu
obyvatel USA i po roce 1950, napt. pro rok 2014. Pokud bychom to udélali,
zjistili bychom, ze odhad 188 700 000 obyvatel USA, ktery bychom ziskali,
je velmi Spatny, a je velmi vzdaleny skutecnému poctu priblizné 319 000 000
obyvatel USA v tomto roce. To je zpusobeno neptesnosti modelu, ktery ne-
bere v ivahu obrovsky nérust legdlni (a pravdépodobné i ilegalni) imigrace
do USA. Vzdyt zatimco na pielomu 40. a 50. let byla kazdoroéni legalni imi-
grace do USA kolem 200 000 lidi, tak v 80. letech to jiz bylo mezi 500 000 az
600 000 lidmi, od 90. let je jiz legalni imigrace kolem 1 000 000 ro¢né a od
roku 2005 jiz legdlni imigrace neklesla nikdy pod 1 000 000 obyvatel.

V nasledujici tabulce si jesté ukazeme, jak zavisi chyba aproximace poctu
obyvatel USA v roce 1950 ziskana Eulerovou metodou na volbé n, a tuto
proto v tabulce uvadime jen hodnotu tohoto vyrazu a podrobny vypocet
prenechdme zvidavému ctenafi.

n h ‘ |yaproz(1950) - §(1950)| ‘ % (eK(l%O*tO) — 1) h
107 [1,6-102 51101 117
10° | 1,6-1072 2.1 10° 61.10°
106 1,6 . 10*4 2’1 . 102 6,1 ) 103
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Resend uloh

Reseni ke kapitole 3.5

Piiklad 1 Nasledujici kéd nalezne pftiblizné pomoci Eulerovy metody cas
v minutach, ktery je potifebny pro ochlazeni kdvy ze 100°C na teplotu mensi
nez 50°C. Za T_kO volime 100°C, za konstantu k dosadime 0,04 a za T_v
volime 20 °C. Vysledny cas je v proménné cas.

tN = 60;%°

n = 1e5;%

h = tN / n;

t 0 : h : tN;
i=1;

Tk(1) = TkO;

while T_k(i) >= 50
T k(i+1l) = Tk(i) + hx(k*x(T_v - T_k(i)));
i=1i+1;

end

cas = t(1);

Pro dostatecné velké n, zjistime, ze se kava ochladi pod 50°C za 24,522
minut.

Jinou moznosti, jak vyfesit nas piiklad, je pouziti vztahu (3.4) pro nale-
zeni hodnot funkce Ty (t), vykresleni grafu této funkce a nasledny odhad ¢asu,
ktery je potieba, nez se kdva ochladi na pozadovanou teplotu (viz obr. 6.16).

Uved'me si jesté analytické feSeni nasi tilohy. Po dosazeni uvedenych hod-
not dostaneme Cauchyovu tilohu

Ti(t) = 0,04(20 — Ty (t)), }

T3.(0) = 100. (6.13)

Derivovanim lze snadno ovéfit, Ze fesenim rovnice (6.13) je funkce Ty (t) =
80e~%04 4 20. Z toho plyne

50 = 80e~%04 4 920,

25Cas tN jsme ,uhddli“ tak, aby piflis nepfevysoval potfebny ¢as pro ochlazeni kavy.
Toto ,hadani“ se da vyfesit napf. prvotnim spusténim tohoto programu s dostatecné
velkym tN.

26Poznamenejme, Ze n je rozumné volit dostateéné velké, protoze h je nepiimo imérné
n. V kapitole 3.1 jsme si uvedli, ze chyba aproximace feseni pomoci Eulerovy metody zavisi
pfimo imérné na kroku h.
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Obrazek 6.16: Pokles teploty kavy v zavislosti na case

To znamend, ze kava se ochladi pod 50°C za pftiblizné 24,521 minut.

V nasledujici tabulce si jesté ukazeme, jak zavisi chyba aproximace teploty
kavy v case T' = 24,522 minut ziskand Eulerovou metodou na volbé n, a tuto
proto v tabulce uvadime jen hodnotu tohoto vyrazu a podrobny vypocet
prenechdme zvidavému Ctenarii.

n b | T D) =T(D)] | g (KT —1) b
104 6-1072 3’5 . 1072 1,6 .10 1T
10° | 6-107° 3,510 1,6-102
10° | 6-107 3,5-107 16-10-3

Reseni ke kapitole 3.6

Priiklad 1 Nasledujici kod slouzi k ziskani aproximace prubéhu elektrického
naboje v elektrickém obvodu na obr. 3.5, ktery sledujeme v ¢asovém inter-
valu (0, 10) s. Za konstantu a dosadime pocétek zkoumaného intervalu, tedy
0, a za konstantu b dosadime konec zkoumaného intervalu, tedy 10. Samotné
hodnoty odhadovaného elektrického naboje jsou v proménné q.
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Resend uloh

q0 = 0;

E = 10;

R 2;

C 1;

n = le5;%

h = (b-a) / n;
t=a:h: b;
q(1) = qO0;

q@i+1) = q@@) + h * (1/R *(E - 1/C * q(i)));

Prubéh elektrického néboje odhadnuty Eulerovou metodou si muzete
prohlédnout na obr. 6.17.

I
© o =
T T
.

[e]
T
L

elektricky ndboj (v Coulombech)

0 . . . .
0 2 4 6 8 10

¢as (v sekunddch)

Obréazek 6.17: Odhad prubéhu elektrického naboje v elektrickém obvodu

Uvedme si jesté analytické feSeni nasi tilohy. Po dosazeni zadanych hod-

2"TPoznamenejme, Ze n je rozumné volit dostateéné velké, protoze h je nepiimo imérné
n. V kapitole 3.1 jsme si uvedli, ze chyba aproximace feseni pomoci Eulerovy metody zavisi
pfimo imérné na kroku h.
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not dostaneme Cauchyovu tlohu
(6.14)

Pomoci derivovani muzeme oveéfit, ze fesenim lohy (6.14) je funkce
q(t) = —10e~2" + 10.

Graf této funkce odpovida prubéhu na obr. 6.17.

V nésledujici tabulce si jesté ukdzeme, jak zavisi chyba aproximace elek-
trického néboje v case ¢ = 10 sekund ziskand Eulerovou metodou na volbé
n, a tuto chybu porovndme s odhadem (3.5). Vyéisleni odhadu (3.5) je

v e~/

vypocet prenechame zvidavému ctenari.

D b | Garee(10) — A0) | AL (eK00-00) _ 1),
10°* 1073 8,4 - 107 4,0 - 1073
10° 10~ 8,4 - 106 4,0 - 104
10° 107° 8,4 - 107 4,0 - 1075

Priklad 2 Pomoci stejného kodu jako v piikladu 1 ziskame aproximaci
prubéhu elektrického naboje v elektrickém obvodu na obr. 3.5, ktery sledu-
jeme v ¢asovém intervalu (0, 10) s. Za konstanty a a b opét dosadime pocatek
a konec zkoumaného intervalu, tedy 0 a 10. Samotné hodnoty odhadovaného
elektrického naboje jsou zase v proménné g. Jedinou zménu provedeme v na-
staveni konstanty E a pocateéni podminky qO.

q0
E

10;
0;

Prubéh elektrického néboje odhadnuty Eulerovou metodou si muzete
prohlédnout na obr. 6.18.

Uvedme si opét jesté analytické feSeni nasf tlohy. Po dosazeni zadanych
hodnot dostaneme Cauchyovu tlohu

2q'(t) +q(t) = 0, }

«0) = 10. (6.15)
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elektricky ndboj (v Coulombech)

=
T

o

10

o
N
NS
o
[oe]

¢as (v sekunddch)

Obréazek 6.18: Odhad prubéhu elektrického naboje v elektrickém obvodu

Pomoci derivovédni muzeme ovéfit, ze fesenim tlohy (6.15) je funkce
q(t) = 10e 2",

Graf této funkce odpovida prubéhu na obr. 6.18.

V nésledujici tabulce si jesté ukazeme, jak zavisi chyba aproximace elek-
trického nédboje v case ¢ = 10 sekund ziskand Eulerovou metodou na volbé
n, a tuto chybu porovndme s odhadem (3.5). Vy¢isleni odhadu (3.5) je

v/

vypocet prenechame zvidavému ctenafi.

Dol b | qares(10) — 10)] | AL (eK00-0) _1)p,
10" [ 1077 8,4-10° 57107
10° 1074 8,4 .10 377 . 1074
10° 10° 8,4 . 1077 377 .107°

Reseni ke kapitole 3.7

Piiklad 1 Nasledujici kéd slouzi k ziskéani aproximace prubéhu vychylek ky-
vadla v ¢asovém intervalu (0, 10) s. Za konstantu a dosadime pocétek zkou-
maného intervalu, tedy 0, a za konstantu b dosadime konec zkoumaného
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intervalu, tedy 10. Samotné hodnoty odhadované vychylky jsou v proménné

yo = 0.1;

z0 = 0;

g = 10;

1 =1;

n = 1le5;%®

h = (b-a) / n;
t=a:h: b;
y(1) = y0;
z(1) = z0;

for i =1 :n
y(i+1)
z(i+1)

y(i) + h *x z(1);
z(i) + h * ((-g/L*y(i));

end

Priabéh vychylek odhadnuty Eulerovou metodou si muzete prohlédnout
na obr. 6.19.

Uvedme si jesté analytické feSeni nasi tlohy. Po dosazeni zadanych hod-
not dostaneme Cauchyovu tlohu

y'(t) = =10y(1),
0

y(0) = 0,1, y'(0) = (6.16)

Pomoci derivovani muzeme ovérit, ze feSenim tlohy (3.18) je funkce
7(t) = 0,1 cos (\/1015).

Graf této funkce odpovida prubéhu na obr. 6.19.

V nasledujici tabulce si jesté ukazeme, jak zavisi chyba aproximace vy-
chylky kyvadla v ¢ase t = 10 sekund ziskand Eulerovou metodou na volbé n, a
a proto v tabulce uvadime jen hodnotu tohoto vyrazu a podrobny vypocet
prenechdme zvidavému ctenaii.

28Poznamenejme, ze n je rozumné volit dostateéné velké, protoze h je nepiimo imérné
n. V kapitole 3.1 jsme si uvedli, ze chyba aproximace feseni pomoci Eulerovy metody zavisi
pfimo imérné na kroku h.
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0.1

o

o

o G
T

vychylka kyvadla (v radidnech)
|
5

|
o
[

¢as (v sekunddch)

Obréazek 6.19: Odhad prubéhu vychylek kyvadla

n ‘ h ‘ |yaproa:(10) — §(10)| ‘ % (eK(w*tO) _ 1) h
10* | 1073 50-107 37

10> | 107 4,510~ 3,5-1071

106 1072 4,9 - 105 3.5 10-2

Priklad 2 Pomoci stejného kdédu jako v piikladu 1 ziskdme aproximaci
prubéhu vychylek kyvadla v ¢asovém intervalu (0, 10) s. Za konstanty a a b
opét dosadime pocatek a konec zkoumaného intervalu, tedy 0 a 10. Samotné
hodnoty odhadované vychylky jsou zase v proménné y. Jedinou zménu pro-
vedeme v nastaveni pocatecnich podminek y0 a z0.

yO = 0;
z0 = 1;

Prubéh vychylek odhadnuty Eulerovou metodou si muzete prohlédnout
na obr. 6.20.

Uvedme si opét jesté analytické feseni nasi tlohy. Po dosazeni zadanych
hodnot dostaneme Cauchyovu tlohu

y"(t) = —10y(2), }

y(0) =0, y/(0) = 1. (6.17)
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Obrazek 6.20: Odhad prubéhu vychylek kyvadla

Pomoci derivovani muzeme ovérit, ze fesenim tlohy (3.19) je funkce

y(t) = \{—1_00 sin (\/Elf)

Graf této funkce odpovida prubéhu na obr. 6.20.

V nasledujici tabulce si jesté ukazeme, jak zavisi chyba aproximace vy-
chylky kyvadla v ¢ase t = 10 sekund ziskan& Eulerovou metodou na volbé n, a
a proto v tabulce uvadime jen hodnotu tohoto vyrazu a podrobny vypocet
prenechdme zvidavému ctenarii.

| h | Wapree(10) —g(10)] | g% (MU0 — 1)
107 | 1073 33103 11,6

10° | 104 3,3-107% 1,11

106 | 1075 3,2-107° 1,10- 107!
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6.4 Ulohy kapitoly 4

Reseni ke kapitole 4.1

Priiklad 1 Uvedeme si nejprve kéd reSent:

function u = strunal(c,k,1l,n)
% u = strunal(c,k,1,n)
b

% Funkce vyresi metodou siti tuto Dirichletovu ulohu

% -k*xu’’(x) = c na (0,1)

b u(0) =u() =0

h

% c ... konstantni hustota zatezujici sily

% k ... tuhost struny

% 1 ... delka struny

% n+l ... pocet uzlu na strune (pravidelna sit)
% u ... vysledny pruhyb struny

% vzdalenost mezi sousednimi uzly
h=1/ n;

% matice tuhosti K
K = diag(2*ones(n-1,1)) +diag(-ones(n-2,1),1) +diag(-ones(n-2,1),-1);
K = k/h"2 * K;

% vektor prave strany f
f = ¢ * ones(n-1,1);

% reseni soustavy - pruhyb struny v uzlech
u=K)\f;
u = [0; u; 0];

% vykresleni reseni

figure
x=0:h:1;
plot(x,u)

% srovnani s analytickym resenim
ua = c/2/k * x .x (1-x);
err_abs = max(abs(u - u.a’)) % maximalni absolutni chyba
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Na obr. 6.21 vidime pruhyb struny pro ¢ = —1, k = 2, { = 2 a ruzna n.
Muzeme si vS§imnout, ze pruhyby struny se v uzlovych bodech vzdy ptesné

0
uq(z) = §(r —2)
-0.05} n—9 .
_0.1 - n — 8 u
>
-0.15} .
-0.2F h
-0.25} .

Obréazek 6.21: Analytické feSeni u, pro ¢ = —1, k = 2 a { = 2 a vypoctené
pruhyby struny pro ruzna n

shoduji s analytickym fegenim.? Je to proto, Ze metoda siti je piesnd pro
f = ¢ = konst. — nahrazeni pomoci diferenci na str. 54 je totiz v tomto

pripadé presné.

Priklad 2 Nejprve si vyjadiime analytické feseni tlohy pro zatézujici silu
s hustotou f(z) := (x — 1/3)% — 1:30:31

(z-4)"  a*

() = — ok + oF +axr + b,
IR G O U R
YN 6 186 |7 0T o2k

29Po dobéhnuti programu s jakymkoli vstupnim n dostavdme v proménné err_abs vzdy
(pocitacovou) nulu.

30To dostaneme stejnym zptsobem, jaky jsme pouzili na str. 55 pro konstatni f.

31Vgimnéme si, ze f(z) <0 prox € (0,4/3) a f(x) > 0 pro x € (4/3,2), tzn. Ze strunu
zatlacujeme smérem doli v intervalu (0,4/3) a zveddme nahoru v intervalu (4/3,2).
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Kéd pouzijeme stejny jako v ptikladé 1, jen upravime ptedpis pro vektor
pravé strany:

% vektor prave strany f
x =h : h : 1-h;

f (x - 1/3).72 - 1;
f=1;

a upravime i éast kédu pro srovnani s analytickym feSenfm: 32

% srovnani s analytickym resenim

a=((1-1/3)"4/6 - 172 - 1/486 ) / 2 / k / 1;
b=1/972 / k;

u,a = -(x-1/3).74/12/k + x.72/2/k + a*x + b;

err_abs = max(abs(u - u.a’)) % maximalni absolutni chyba

Na obr. 6.22 vidime prihyb struny pro £ = 2 a £ = 2 a ruzna n. V nasledujici

0.02

0 ug(x) = %(2 —2)(32% + 22 — 12)
-0.02
-0.04

-, ~006

-0.08

-0.12

-0.14

Obrazek 6.22: Analytické feseni u, pro k = 2 a £ = 2 a vypoctené pruhyby
struny pro ruzna n

tabulce pak uvadime vysledky pro k =2 a £ = 2:

32Takto upravenou funkei strunal miizeme prejmenovat na struna2, pficemz vstup-
nimi argumenty funkce struna2 budou pouze proménné k, 1 a n.
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n err_abs
214,17-1072
411,04-1072
8| 2,6- 1073
100 1,67'10_5
300 | 1,85 - 106
500 | 6,67 - 1077
1000 | 1,67 - 107

Priklad 3 K feseni pouzijeme nasledujici kod:

1= 2;
d =0.2;
n = 300;
k = 2; % vhodna inicializace
while 1
k=k-0.1;
u = struna2(k,1l,n);
if min(u) <= -d
break
end
end
k=k+0.1;

Funkce struna2, kterd se vold uvniti cyklu, je kéd feseni piikladu 2 (tedy
upraveny kéd teseni piikladu 1). Inicializace tuhosti k se odviji od feseni
prikladu 2, kde jsme mimo jiné zjistili, ze pro k = 2 se struna nachazi cela nad
prekazkou. Po dobéhnuti programu zjistime, ze struna musi mit (s presnosti
1071) tuhost nejméné k = 1,2, aby se nedotkla zadané piekazky. Na obr. 6.23
jsou znézornény pruhyby stuny pro postupné klesajici tuhost.

6.5 U’lohy kapitoly 5

Reseni ke kapitole 5.2

Priklad 1 Rovnovaznou polohu volné zavésené kulicky dané hmotnosti na-
jdeme jako Feseni minimalizacni dlohy (5.7). K tomu pouzijeme Newtonovu
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0.05

-0.05

-0.15

-0.25 I I I I I I I I I
0

Obrazek 6.23: Jednotlivé pruhyby struny pro klesajici tuhost

metodu pro minimalizaci funkce vice proménnych. Hledanou rovnovaznou
polohu najdeme pomoci nasledujiciho kédu. Hmotnost kulicky je v proménné
m, za kterou postupné dosazujeme hodnoty 1, 2, 3, 4, 5 a 10.

function [y,it] = newton(df,ddf,x0,epsilon)

hly,it] = newton(df,ddf,x0,epsilon)
b
% Zakladni Newtonova metoda pro minimalizaci fce f(x)

T

%y ... minimum

% it ... pocet iteraci

b

% df ... gradient minimalizovane fce f(x)
% ddf ... Hessian minimalizovane fce f(x)
% x0 ... pocatecni iterace

% epsilon ... ukoncujici podminka

global m

m=1;

116



x = x0;
grad = feval(df,x);
Hess = feval(ddf,x);

while norm(grad) >= epsilon®
it = it + 1;
x = x - Hess \ grad;
grad = feval(df,x);
Hess feval(ddf,x);

y = x5

Newtonova metoda potiebuje v kazdém kroce itera¢niho procesu vycislit gra-
dient a Hessidn. Gradient funkce f(z1, x2) = 2?2 +x3+mx, vypocteme pomoci
nasledujictho kédu.

function y = df (x)

global m

y = [2*xx(1); 2*x(2) + m];

Hessian této funkce vypocteme pomoci kédu:

function y = ddf (x)

global m

y = [20;02];

Pokud ukonéujici podminku epsilon zvolime jako 107, ziskdme pro po-
zadované hmotnosti rovnovazné polohy kulicky uvedené v tabulce 6.2.

Priklad 2 Pomoci stejného kodu jako v ptikladé 1 ziskdme rovnovaznou po-
lohu kulicky dané hmotnosti zavésené nad prekézkou. Protoze polohu kulicky
ziskdme jako Feseni minimalizaéni tlohy s omezenim (5.9), pouzijeme nyni
metodu kvadratické penalty a na rozdil od ptikladu 1 budeme minimali-

33Funkce norm vypocité velikost vektoru grad.
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soutradnice x;

soutadnice w9

—
S otk N~ S
coocoo o

0,5
1
1,5
2
2.5
5

Tabulka 6.2: Rovnovazné polohy volné zavésené kulicky o hmotnosti m

zovat funkci f(z1,22) = x} + 23 + mxy + Solla(2)|?, kde iz, 20) =
max{—z1—x3—1,0} a as(z1, x2) = max{zr; —x9—3,0}. Penalizaéni parametr

o0 zvolime jako 10°.

Pro Newtonovu metodu musime opét v kazdém kroce iteracniho procesu
vycislit gradient a Hessidn. Gradient funkce f(z1,72) = 3 + 23 + may +

%QHOz(:lC)H2 vypocteme pomoci kédu:

function y = df (x)

global m
rho = 1leb;

f=x(1)"2 + x(2)"2 + mxx(2);
h(1,1) = -x(1) - x(2) - 1;
h(2,1) = x(1) - x(2) - 3;

alpha = max(zeros(2,1), h);

gf = [2xx(1); 2*x(2) + m];

if alpha(1,1) == 0 && alpha(2,1) == 0*

ga = zeros(2,1);

elseif alpha(l,1) > 0 && alpha(2,1) ==

ga = alpha(1,1)*[-1;-1];

elseif alpha(l,1) == 0 && alpha(2,1) > 0

3V této cdsti kodu vypocteme gradient funkce 1 ||ov()

[

a zapiSeme jej do proménné

ga. Pokud si ¢tendi chce nas vypocet ovéfit, doporuc¢ujeme, aby si prepsal tuto funkeci
bez pouziti funkce max. Tzn. je rozumné napsat si funkéni predpis této funkce pro tyto
pripady: —z1 —22 — 1 <0 Az —22—3<0, -1 —22—1>0A 21 —22—3 <0,
21 —22—1<0ANz;—22—3>0a—x1—22—1>0A 21 —22—3 >0 a pro tyto
ptipady pak spocitat prvni parcialni derivace této funkce.
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ga = alpha(2,1)*[1;-1];

else

ga = alpha(1l,1)*[-1;-1] + alpha(2,1)*[1;-1];

end;
y = gf + rhoxga;

Hessian této funkce vypocteme pomoci kédu:
function y = ddf (x)

global m
rho = 1eb;

f=x(1)"2 + x(2)"2 + mxx(2);
h(1,1) = -x(1) - x(2) - 1;
h(2,1) = x(1) - x(2) - 3;

alpha = max(zeros(2,1), h);
Hf = [2 0; 0 2];
if alpha(1,1) == 0 && alpha(2,1) == 0%°

Ha = zeros(2,2);

elseif alpha(1l,1) > O && alpha(2,1) ==
Ha = [1 1; 1 1];

elseif alpha(1l,1) == 0 && alpha(2,1) > 0
Ha = [1 -1; -1 1];

else
Ha = [2 0; 0 2];

end;

y = Hf + rhoxHa;

3V této edsti kédu vypocteme Hessian funkee 3 [|o(z)[|? a zapiSeme jej do proménné Ha.
Pokud si ¢tenaf chece nas vypocet ovérit, doporucujeme, aby si podobné jako v predchozim
kédu prepsal tuto funkci bez pouziti funkce max. Tzn. opét je rozumné napsat si funkéni
predpis této funkce pro ¢tyti pripady uvedené v predchozi rutiné a pro tyto pripady pak
spocitat druhé parcialni derivace této funkce.
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Pokud ukonéujici podminku epsilon zvolime jako 107*, ziskdme pro
pozadované hmotnosti rovnovazné polohy kulicky uvedené v tabulce 6.3.

soutadnice 9

m soutradnice x;
1 0

2 0

3 0,25

4 0,5

5 0,75
10 1

05
1
1,25
1,5
1,75
2

Tabulka 6.3: Rovnovazné polohy kulicky o hmotnosti m zavéSené nad

prekazkou

Na nasledujicich obrazcich jsou zakresleny rovnovazné polohy kulicky
zavésené nad prekazkou pro vSechny uvazované hmotnosti.

Obrazek 6.24: Rovnovazné polohy kulicky o hmotnosti m=1 (vlevo) a m=2

(vpravo) zavésené nad prekazkou
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05 1 -0.! 05 1
X I

Obrazek 6.25: Rovnovazné polohy kulicky o hmotnosti m=3 (vlevo) a m=4
(vpravo) zavésené nad prekazkou

05 1 8 -0.! 05 1
T x1

Obrazek 6.26: Rovnovazné polohy kulicky o hmotnosti m=>5 (vlevo) a m=10
(vpravo) zavésené nad piekazkou
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Apendix

Apendix A: Inverzni funkce

Definice A.1 Bud f: R+ R. Funkci £}, pro niz plati soucasné:
i) defini¢ni obor D f~! funkce f~! je roven oboru hodnot funkce f,
ii) pro kazdé x € Df! plati, ze f(z) =y & f(y) ==z,

nazveme funkci inverzni k funkci f.

Poznamka A.1 Lze ukdzat, Ze f~! existuje pravé tehdy, je-li f prosta.
Graf f~1 je pfitom osové soumérny s grafem f dle pifmky y = x.
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Apendix B: Funkce arkussinus

Definice B.1 Funkci inverzni k funkci sinus zizené na interval <—g,§

nazveme arkussinus a oznacujeme jako arcsin, tj.

-1
arcsin := (sin|<7%7%>) )

Pozorovani B.1 Funkce arkussinus mé tyto vlastnosti (viz také nize uve-
deny obrazek):
e defini¢ni obor je roven (—1,1),
™

e oborem hodnot je interval <—g, 5)5

e funkce arcsin je lichd, tj. arcsin z = arcsin (—x) pro kazdé = € (—1,1).

/2 [
arcsin

sin x

—m/2 T

—m/2 -1 0 1 /2
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Apendix C: Funkce arkustangens

Definice C.1 Funkci inverzni k funkci tangens zizené na interval (-7, )
nazveme arkustangens a oznacujeme jako arctg, tj.

-1
arctg := (tg\(fg%)) .
Pozorovani C.1 Funkce arkustangens ma tyto vlastnosti:
e defini¢ni obor je roven R,

e oborem hodnot je interval (—%, %),

e funkce arctg je lichd, tj. arctgz = arctg(—z) pro kazdé x € R.

tgx
T2 [ 1
arctg x
T4 [ LT R
> 0

=4 GO 1
=2 e 1

v s

) —1 0 1 3
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Apendix D: Soustavy linearnich rovnic a jejich
reseni

Definice D.1 Soustavou n linearnich rovnic o n nezndmych zq,...,x,
nazyvame systém rovnic ve tvaru:

ajry + o+ + aT, = b1
: : (7.1)
11 + 0+ ATy = bn
Cisla a;;, i = 1,...,n, j = 1,...,n, nazyvdme koeficienty soustavy a Cisla
b, i =1,...,n, nazyvame pravé strany.

Soustavu (7.1) budeme dsporné zapisovat pomoci matice A a vektoru b,

aiy -+ Qip by
; b=

Ap1  *++ Qpp bn

A=

Matici A nazyvame matici soustavy (7.1) a vektor b nazyvame pravou
stranou soustavy (7.1). M&-li vektor x za slozky nezndmé z, ..., z,, mu-
zeme soustavu (7.1) zapsat v maticové podobé

Ax =b.

Reseni = soustavy (7.1) miizeme najit pomoci inverzni matice k matici
A (pojem inverzni matice jsme definovali v kapitole 2.1). ReSeni 2 mizeme
nalézt tak, ze soustavu Ax = b vynasobime zleva matici A~! a po tpravé
ziskame

x=A"'D.

Protoze vypocet inverzni matice je numericky znacné narocny, pouzivaji
se pro teseni velkych soustav jiné metody. Bézné pouzivana je Gaussova
eliminaZni metoda, ktera spociva v nahrazeni ptuvodni soustavy soustavou,
ktera ma& stejné feseni jako soustava puvodni, ale toto TeSeni z ni snadno
vycteme. Pro nalezeni nové jednodussi soustavy pouzivame tzv. ekvivalentni
upravy.

Gaussovu elimina¢ni metodu mé fada matematickych softwart jiz imple-
mentovanu, napi. v programu Matlab muzeme teseni soustavy Ax = b zapsat
piikazem x = A \ b.
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