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Úvod

Tato kniha je určena pro každého, koho zaj́ımaj́ı aplikace matematiky a kdo
se rád matematikou bav́ı. Kniha čtenáře provede řadou matematických apli-
kaćı. Jej́ım obsahem je také řešeńı těchto aplikaćı. Text je určen zejména pro
studenty posledńıch ročńık̊u středńıch škol, ale může být zaj́ımavou inspiraćı
i pro jejich učitele a daľśı zájemce o užitečné a zaj́ımavé aplikace matematiky.

Tento text vznikl v letech 2013–2015 a je úzce spjatý s úlohami, které
řeš́ı studenti v pr̊uběhu semináře Škola matematického modelováńı. Tento
seminář, pro který použ́ıváme zkratku ŠKOMAM, organizuje Katedra apliko-
vané matematiky Fakulty elektrotechniky a informatiky Vysoké školy báňské
– Technické univerzity Ostrava jednou ročně již od roku 2005. Podrobnosti o
semináři naleznete na webové adrese http://skomam.vsb.cz. Text byl napsán
d́ıky finančńı podpoře projektu Matematika s radost́ı. Dı́ky realizaci tohoto
projektu vznikla řada interaktivńıch test̊u, párovaćıch her, her Neriskuj, AZ
kv́ız̊u a Poznej obrázek. Všechny tyto materiály jsou na webových stránkách
projektu http://msr.vsb.cz.

Naše kniha je rozdělena do šesti kapitol. V prvńı kapitole se věnujeme
úlohám z matematické analýzy. Na úvod této kapitoly se seznámı́me s ně-
kterými základńımi pojmy a ty pak využijeme např́ıklad pro přibližné určeńı
č́ısla π, výpočet přibližného obsahu zadané plochy nebo nalezeńı přibližného
řešeńı zadané rovnice.

Druhá kapitola je zaměřena na aplikace lineárńı algebry. Po úvodu do této
oblasti si ukážeme, jak můžeme využ́ıt základńı algebraické struktury jako
jsou vektory a matice pro vyhledáváńı v databáźıch pomoćı kĺıčových slov.
Daľśı aplikaćı, kterou se v této kapitole zabýváme, je realizace geometrických
zobrazeńı (stejnolehlost, rotace, posunut́ı) pomoćı nástroj̊u lineárńı algebry.
T́ımto zp̊usobem můžeme geometrická zobrazeńı efektivně implementovat do
poč́ıtačové grafiky.

V třet́ı kapitole se seznámı́me se speciálńım typem rovnic, tzv. diferenci-
álńımi rovnicemi. A pomoćı nich si zavedeme tzv. počátečńı úlohy. V úvodu
této kapitoly si nav́ıc ukážeme, jak tyto úlohy řešit. Počátečńı úlohy maj́ı
široké uplatněńı a popisuje se pomoćı nich řada úloh z oblasti biologie, fyziky
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Úvod

či společenských věd. My si ukážeme, jak popsat např́ıklad koncentraci léku
v krvi pacienta v závislosti na čase, jak modelovat pohyb kyvadla, či jak
odhadovat vývoj populace daného státu.

Ve čtvrté kapitole se opět potkáme s diferenciálńımi rovnicemi, ale bu-
deme zde řešit tzv. okrajové úlohy. Pomoćı takového typu úloh si můžeme
modelovat pr̊uhyb struny pevně upevněné na obou jejich konćıch, na kterou
p̊usob́ı zadaná śıla.

V páté kapitole se pod́ıváme na optimalizačńı úlohy a ukážeme si, jakými
metodami lze tyto úlohy řešit. Pomoćı tohoto aparátu si pak poṕı̌seme kuličku
dané hmotnosti zavěšenou na pružině. Řešeńım optimalizačńı úlohy źıskáme
polohu, ve které se kulička ustáĺı.

Nejrozsáhleǰśı šestá kapitola obsahuje podrobná a komentovaná řešeńı
úloh popsaných v prvńıch pěti kapitolách. Součást́ı řešeńı jsou i kódy pro
poč́ıtačové řešeńı těchto úloh. Pro poč́ıtačové řešeńı jsme zvolili komerčńı
systém Matlab, proto jsou všechny kódy v této kapitole zapsány s použit́ım
syntaxe tohoto systému. Matlab se skládá z několika součást́ı. Jde zejména
o programovaćı jazyk zaměřený na numerické výpočty a vývoj numerických
algoritmů. Matlab obsahuje také knihovnu funkćı pro řešeńı řady numeric-
kých úloh. A d̊uležitou složkou Matlabu je grafické prostřed́ı pro interaktivńı
zadáváńı př́ıkaz̊u. Podrobný popis tohoto jazyka je k dispozici v [7]. Pokud
čtenář naši knihy nemá Matlab k dispozici, může použ́ıt systém Octave,
který se značně podobá Matlabu a je volně k dispozici na webové adrese
https://www.gnu.org/software/octave. Řešeńı jsou nav́ıc doplněna tam, kde
je to vhodné, o analýzu chyby aproximace řešeńı.

Na závěr je kniha doplněna několika př́ılohami.

Ostrava, Petr Beremlijski

únor 2015 Marie Sadowská

Text byl vytvořen v rámci projektu Matematika s radost́ı (http://msr.vsb.cz).
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Rádi bychom na tomto mı́stě poděkovali naš́ım koleg̊um z Katedry aplikované
matematiky Fakulty elektrotechniky a informatiky Vysoké školy báňské –
Technické univerzity Ostrava za pozorné přečteńı celého textu. Velký d́ık
patř́ı zejména J. Bouchalovi a B. Krajcovi za mnohé cenné připomı́nky ke
kapitolám 1, 3 a 6. Dále děkujeme L. Malému, R. Ćosićovi a A. Markopou-
losovi za podněty ke kapitolám 2 a 4–6. M. Theuer nám pomohl vylepšit
kapitolu o geometrických transformaćıch a M. Pětroš z Fakultńı nemocnice
Ostrava nám ochotně poskytl rady ohledně modelováńı změny koncentrace
lék̊u v krvi pacient̊u, moc jim za to děkujeme.
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1.5 Numerické řešeńı rovnic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.6 Jak pracuje kalkulačka – k čemu je dobrý Taylor̊uv polynom? 22
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Kapitola 1

Úlohy z matematické analýzy

1.1 Několik definic na úvod: limita a derivace

funkce

V této kapitole si velmi stručně připomeneme základńı pojmy matematické
analýzy, které budeme v daľśıch kapitolách použ́ıvat. Ńıže uvedené pojmy si
lze mnohem podrobněji prostudovat např. v [1].

Nejprve si připomeneme definici limity posloupnosti reálných č́ısel. Řek-
neme, že posloupnost (an) má limitu a ∈ R, a ṕı̌seme

lim an = a nebo an → a,

jestliže1

(∀ε ∈ R
+)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N, n > n0) : |an − a| < ε.

Má-li posloupnost (konečnou) limitu, ř́ıkáme, že je konvergentnı́. V opačném
př́ıpadě se jedná o divergentnı́ posloupnost. Řekneme, že posloupnost (an)
má limitu +∞, a ṕı̌seme

lim an = +∞ nebo an → +∞,

jestliže
(∀k ∈ R)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N, n > n0) : an > k.

Řekneme, že posloupnost (an) má limitu −∞, a ṕı̌seme

lim an = −∞ nebo an → −∞,

1Připomeňme si, že symbolem ∀ označujeme všeobecný kvantifikátor a čteme jej

”
pro všechna“. Symbol ∃ označuje existenčnı́ kvantifikátor a čteme jej

”
existuje“.
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Úlohy z matematické analýzy

jestliže
(∀ℓ ∈ R)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N, n > n0) : an < ℓ.

Pomoćı limity posloupnosti definujeme limitu reálné funkce jedné reálné
proměnné. Vztahu x0 6= xn → x0 rozumı́me tak, že xn → x0 a xn 6= x0 pro
všechna dost velká n ∈ N. Obdobně budeme chápat i vztahy x0 < xn → x0 a
x0 > xn → x0. Řekneme, že funkce f : R 7→ R má v bodě x0 ∈ R

∗ limitu

a ∈ R
∗, a ṕı̌seme

lim
x→x0

f(x) = a,

pokud
x0 6= xn → x0 ⇒ f(xn) → a.

Řekneme, že funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu zprava a ∈ R
∗, a ṕı̌seme

lim
x→x0+

f(x) = a,

pokud
x0 < xn → x0 ⇒ f(xn) → a.

Řekneme, že funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu zleva a ∈ R
∗, a ṕı̌seme

lim
x→x0−

f(x) = a,

pokud
x0 > xn → x0 ⇒ f(xn) → a.

Plat́ı, že funkce f má v bodě x0 ∈ R
∗ nejvýše jednu limitu.

Pojem limita funkce využijeme dále pro definici spojitosti funkce. Řekneme,
že funkce f je spojitá v bodě x0 ∈ R, jestliže

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Řekneme, že funkce f je spojitá zprava v bodě x0 ∈ R, jestliže

lim
x→x0+

f(x) = f(x0).

Řekneme, že funkce f je spojitá zleva v bodě x0 ∈ R, jestliže

lim
x→x0−

f(x) = f(x0).

Řekneme, že funkce f je spojitá v intervalu I ⊂ R, plat́ı-li současně:

• f je spojitá v každém vnitřńım bodě intervalu I,
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• patř́ı-li počátečńı bod intervalu I do I, je v něm f spojitá zprava,

• patř́ı-li koncový bod intervalu I do I, je v něm f spojitá zleva.

Pomoćı limity funkce budeme definovat pojem derivace funkce. Bud’

f : R 7→ R a x ∈ R. Existuje-li

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
,

nazveme ji derivacı́ funkce f v bodě x a znač́ıme ji f ′(x). Neńı-li řečeno
jinak, budeme derivaćı rozumět vlastńı (tj. konečnou) derivaci. Lze ukázat,
že má-li funkce f v bodě x0 ∈ R (konečnou) derivaci, je v bodě x0 spojitá.
Derivacı́ funkce f budeme dále rozumět funkci f ′ definovanou předpisem

f ′(x) := f ′(x).

Zadefinujme si ještě derivace vyšš́ıch řád̊u. Předpokládejme nejprve, že funkce
f má derivaci v bodě x0 ∈ R. Jestliže funkce derivace f ′ má derivaci v bodě
x0, definujeme druhou derivaci funkce f v bodě x0 jako

f ′′(x0) := (f ′)′(x0).

Podobně postupujeme při definićıch třetı́, čtvrté, . . . derivace funkce

f v bodě x0. Indukćı tedy definujeme pro n ∈ N derivaci n-tého řádu

funkce f v bodě x0 jako

f (n)(x0) := (f (n−1))′(x0),

přičemž f (0) := f .

Na závěr této kapitoly si ještě uved’me některá základńı pravidla pro
derivováńı funkćı. Bud’ f, g : R 7→ R a x ∈ R. Pak plat́ı

• (f ± g)′(x) = f ′(x)± g′(x), má-li pravá strana rovnosti smysl,

• (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x), existuj́ı-li (vlastńı) derivace f ′(x)
a g′(x),

•
(
f

g

)′

(x) =
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
, existuj́ı-li (vlastńı) derivace f ′(x)

a g′(x) a je-li g(x) 6= 0.
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Úlohy z matematické analýzy

Povězme si také, jak derivovat složenou funkci.2 Necht’ x ∈ R a necht’ existuj́ı
konečné derivace f ′(x) a g′(f(x)). Potom je

(g ◦ f)′(x) = g′(f(x))f ′(x).

Čtenáři se nav́ıc mohou hodit předpisy pro derivováńı některých běžně pou-
ž́ıvaných funkćı:

• (c)′ = 0, c ∈ R (konst.), x ∈ R,

• (xr)′ = rxr−1, r ∈ R, x ∈ R
+,3

• (sin x)′ = cosx, x ∈ R,

• (cosx)′ = − sin x, x ∈ R,

• (tg x)′ =
1

cos2 x
, x ∈ R \

{π

2
+ kπ : k ∈ Z

}

,

• (cotg x)′ = − 1

sin2 x
, x ∈ R \ {kπ : k ∈ Z},

• (ex)′ = ex, x ∈ R,

• (ln x)′ =
1

x
, x ∈ R

+.

1.2 Numerický výpočet určitého integrálu

Několik poznámek k určitému integrálu

Funkci F : R 7→ R nazveme primitivnı́ funkcı́ k funkci f : R 7→ R na
otevřeném intervalu I ⊂ R, pokud pro každé x ∈ I plat́ı

F ′(x) = f(x).

Lze ukázat, že pokud je f spojitá na otevřeném intervalu I, pak existuje
primitivńı funkce F k f na tomto intervalu.

Pomoćı primitivńı funkce zadefinujme určitý integrál funkce f od a do b,
kde a, b ∈ R a a < b. Jsou-li funkce f a F spojité na uzavřeném intervalu

2Připomeňme, že pro funkce f, g : R 7→ R takové, že Hg ⊂ Df , definujeme složenou

funkci f ◦ g předpisem (f ◦ g)(x) := f(g(x)).
3Připomeňme si, že x0 := 1.
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〈a, b〉 a je-li F primitivńı k f na (a, b), definujeme určitý integrál funkce

f od a do b jako
∫ b

a

f(x) dx := F (b)− F (a). (1.1)

Vztah (1.1) se často nazývá Newtonův-Leibnizův vzorec.4,5 Pro zjednodu-
šeńı zápisu se pro rozd́ıl hodnot F (b) a F (a) zavád́ı toto značeńı:

[F (x)]ba
ozn.
= F (b)− F (a).

Popǐsme si nyńı geometrický význam určitého integrálu. Nejprve předpo-
kládejme, že je funkce f spojitá a nezáporná na intervalu 〈a, b〉. Pak integrál

∫ b

a

f(x) dx

je roven obsahu rovinného obrazce ohraničeného osou x, grafem funkce f a
př́ımkami x = a a x = b, viz obr. 1.1. Nyńı rozšǐrme naše úvahy na spojité

x

y

f(x)

a bO

∫ b

a
f(x) dx

Obrázek 1.1: Význam určitého integrálu

funkce, které mohou být v intervalu 〈a, b〉 záporné. Necht’ je např. funkce f
záporná na intervalu (c, d) ⊂ 〈a, b〉, viz obr. 1.2. Potom také

∫ d

c

f(x) dx < 0.

Chceme-li pak pomoćı tohoto integrálu vypoč́ıst obsah plochy ohraničené
osou x, grafem funkce f a př́ımkami x = c a x = d, muśıme na této části
vźıt integrál s opačným znaménkem. Bude-li nás dále zaj́ımat obsah plochy,
kterou ohraničuje osa x, graf funkce f a př́ımky x = a a x = b, a bude-
li funkce f prot́ınat v intervalu 〈a, b〉 osu x, muśıme tyto pr̊useč́ıky naj́ıt

4Isaac Newton (1643–1727) – významný anglický fyzik, matematik a astronom
5Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716) – významný německý matematik
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Úlohy z matematické analýzy

a rozdělit interval 〈a, b〉 na intervaly, na nichž má f totéž znaménko. Na
těchto intervalech spočteme integrály funkce f . Výsledný obsah plochy pak
dostaneme jako součet všech vypočtených integrál̊u, přičemž integrály na těch
intervalech, kde je f nekladná, muśıme uvažovat se záporným znaménkem
(viz obr. 1.2).

x

y

f(x)

a bc dO

∫ c

a
f(x) dx

−
∫ d

c
f(x) dx

∫ b

d
f(x) dx

Obrázek 1.2: Obsah rovinného obrazce a určitý integrál

Přibližný výpočet určitého integrálu

V př́ıpadě, že primitivńı funkci nelze vyjádřit elementárńımi nebo ta-
belovanými funkcemi, Newton̊uv-Leibniz̊uv vzorec (1.1) nemůžeme použ́ıt.
Někdy zase může být hledáńı primitivńı funkce př́ılǐs složité či časově náročné.
V těchto př́ıpadech často přistupujeme k tzv. numerickému výpočtu daného
určitého integrálu, který nám dá přibližnou hodnotu integrálu s danou přes-
nost́ı. V následuj́ıćım textu si přibĺıž́ıme dvě základńı metody přibližného
výpočtu určitého integrálu, a to obdélńıkové a lichoběžńıkové pravidlo.

Obdélnı́kové pravidlo

Rozdělme nejprve interval 〈a, b〉 na n stejných d́ılk̊u o délce

h =
b− a

n
. (1.2)

Krajńı body i-tého d́ılku postupně označme xi−1 a xi; plat́ı tedy

x0 = a < x1 < · · · < xn−1 < xn = b. (1.3)

Vypočteme si dále středy jednotlivých d́ılk̊u:

ci =
xi−1 + xi

2
, i = 1, 2, . . . , n.
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Na i-tém d́ılku pak funkci f nahrad́ıme konstantńı funkćı o hodnotě f(ci) a
hledaný integrál budeme aproximovat takto:

∫ b

a

f(x) dx ≈ hf(c1) + hf(c2) + · · ·+ hf(cn) = h

n∑

i=1

f(ci).

Např́ıklad integrál funkce f od a do b z obr. 1.3 tak nahrazujeme součtem
obsah̊u př́ıslušných obdélńık̊u.

x

y

O

f(x)

a = x0 x4 = bx1 x2 x3

Obrázek 1.3: Aproximace obdélńıky (n = 4)

Lze ukázat, že pokud existuje spojitá f ′′ na 〈a, b〉, potom pro chybu a-
proximace plat́ı

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x) dx− h
n∑

i=1

f(ci)

∣
∣
∣
∣
∣
≤ (b− a)3

24n2
max
x∈〈a,b〉

|f ′′(x)|. (1.4)

Lichoběžnı́kové pravidlo

Interval 〈a, b〉 rozděĺıme stejně jako u obdélńıkového pravidla na d́ılky
shodné délky, viz (1.2) a (1.3). Hledaný integrál budeme aproximovat takto:
∫ b

a

f(x) dx ≈ h
f(x0) + f(x1)

2
+h

f(x1) + f(x2)

2
+ · · ·+h

f(xn−1) + f(xn)

2
=

=
h

2
(f(x0)+2f(x1)+· · ·+2f(xn−1)+f(xn)) =

h

2

(

f(x0) + f(xn) + 2
n−1∑

i=1

f(xi)

)

.

Např́ıklad integrál funkce f od a do b z obr. 1.4 tak nahrazujeme součtem
obsah̊u př́ıslušných lichoběžńık̊u.

Je možné ukázat, že pokud existuje spojitá f ′′ na 〈a, b〉, potom pro chybu
aproximace plat́ı
∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x) dx − h

2

(

f(x0) + f(xn) + 2

n−1∑

i=1

f(xi)

)∣
∣
∣
∣
∣
≤ (b− a)3

12n2
max
x∈〈a,b〉

|f ′′(x)|.
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x

y

O

f(x)

a = x0 x4 = bx1 x2 x3

Obrázek 1.4: Aproximace lichoběžńıky (n = 4)

Všimněme si, že u lichoběžńıkového pravidla máme odhad chyby aproxi-
mace horš́ı než u obdélńıkového pravidla, přestože u obdélńıkového pravidla
už́ıváme nahrazeńı konstantńımi funkcemi a u lichoběžńıkového pravidla pou-
ž́ıváme nahrazeńı lineárńımi funkcemi.6 Z uvedených vzorc̊u pro odhad chyby
aproximace lze určit, jaký počet d́ılk̊u zaruč́ı požadovanou přesnost aproxi-
mace. Jelikož ovšem odhady obsahuj́ı druhé derivace, jejichž hodnoty neńı
vždy lehké odhadnout, může být výpočet počtu potřebných d́ılk̊u náročný a
výsledek pesimistický.

Př́ıklad 1 Pomoćı obdélńıkového a lichoběžńıkového pravidla spočtěte při-
bližně obsah jednotkového kruhu a výsledky porovnejte se skutečným obsa-
hem daného kruhu.

x

y

O

√
1− x2

1

1

Obrázek 1.5: Jednotkový kruh

6Aproximačńı vlastnosti obdélńıkového a lichoběžńıkového pravidla si lze detailněji
prostudovat např. v [10].
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−3 −2 −1 0 1 2 3
−4

−3

−2

−1

0

1

2

x

y

√

1− (x− 1)2

arcsin(x− 1)− π
2

Obrázek 1.6: Matematické srdce

Př́ıklad 2 Pomoćı obdélńıkového a lichoběžńıkového pravidla spočtěte při-
bližně obsah srdce na obr. 1.6 a výsledky porovnejte se skutečným obsahem
srdce.

Př́ıklad 3 Aproximujte hodnotu integrálu
∫ 1

0

x2 dx

pomoćı obdélńıkového pravidla tak, aby chyba aproximace byla nejvýše 10−4.
Určete počet d́ılk̊u děleńı intervalu 〈0, 1〉, který zaruč́ı dosažeńı požadované
přesnosti.

1.3 Sč́ıtáme řady - proč?

V této kapitole si nejprve pov́ıme, co se skrývá pod pojmy reálná č́ıselná řada
a jej́ı konvergence. Řadou reálných čı́sel rozumı́me výraz

a1 + a2 + · · ·+ an + · · · =
∞∑

n=1

an, (1.5)

kde an ∈ R pro každé n ∈ N. Např́ıklad:

i)

∞∑

n=1

(−1)n = −1+1+(−1)+1+ · · · (př́ıklad tzv. alternujı́cı́ řady7),

7Alternuj́ıćı řady jsou takové řady, jejichž členy pravidelně stř́ıdaj́ı znaménka.
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ii)

∞∑

n=1

n = 1 + 2 + 3 + 4 + · · · (př́ıklad tzv. aritmetické řady),

iii)
∞∑

n=1

qn−1 = 1 + q + q2 + q3 + · · ·, q ∈ R (př́ıklad tzv. geometrické řady),

iv)
∞∑

n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · · (tzv. harmonická řada).

Č́ıslo an nazýváme n-tým členem řady (1.5), posloupnost (sn) definova-
nou předpisem

sn := a1 + a2 + · · ·+ an =
n∑

k=1

ak

nazýváme posloupnostı́ částečných součtů řady (1.5). Existuje-li limita

lim sn = s ∈ R
∗,

nazýváme ji součtem řady (1.5) a ṕı̌seme

∞∑

n=1

an = s.

Např́ıklad:

i) Součet

∞∑

n=1

(−1)n neexistuje, jelikož sn =

{

0 pro n sudé,

1 pro n liché.

ii) Součet

∞∑

n=1

n = +∞, jelikož sn = n(n+1)
2

.

iii) Součet

∞∑

n=1

qn−1 =







+∞, je-li q ≥ 1,
1

1−q
, je-li |q| < 1,

neexistuje, je-li q ≤ −1,

jelikož sn =

{

n pro q = 1,
1−qn

1−q
pro q 6= 1.

iv) Lze ukázat, že součet

∞∑

n=1

1

n
= +∞.
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Řı́káme dále, že řada konverguje, jestliže je jej́ı součet roven nějakému
reálnému č́ıslu. V opačném př́ıpadě, tj. pokud má řada součet roven +∞ nebo
−∞ nebo pokud řada součet nemá, ř́ıkáme, že řada diverguje. Např́ıklad:

i)

∞∑

n=1

(−1)n diverguje.

ii)
∞∑

n=1

n diverguje.

iii)

∞∑

n=1

qn−1 konverguje, pokud |q| < 1, a diverguje, pokud |q| ≥ 1.

iv)
∞∑

n=1

1

n
diverguje.

Výše uvedené pojmy můžeme nyńı využ́ıt k řešeńı následuj́ıćıch úloh.

Př́ıklad 1 Prozrad’me, že řada

∞∑

n=1

1

n(n+ 1)

konverguje a jej́ı posloupnost částečných součt̊u konverguje
”
rychle“ k součtu

této řady. Zkuste odhadnout součet této řady.

Př́ıklad 2 Mezi dvěma městy A a B se nacháźı př́ımá železničńı trat’, jej́ıž
délka je 90 km. Z města A do města B vyjede vlak rychlost́ı 10 km/h. V tu
samou chv́ıli vyjede z města B vlak do města A po té samé koleji stejnou
rychlost́ı. Ve chv́ıli, kdy se vlaky rozjedou vstř́ıc jisté zkáze, z předńıho okna
lokomotivy vlaku jedoućıho z A do B se odraźı moucha rychlost́ı 100 km/h a
let́ı vstř́ıc druhému vlaku. Ve chv́ıli, kdy k němu dolet́ı, dotkne se nožkou jeho
předńıho skla a let́ı zpátky. Takto moucha ĺıtá mezi vlaky, než ji rozmáčknou
na placku při jejich srážce. Kolik kilometr̊u moucha celkem nalétala? Jakou
vzdálenost moucha urazila mezi 15. a 16. odražeńım se od oken lokomotiv
(jinými slovy: jak dlouhý byl jej́ı 15. let mezi vlaky)?

Př́ıklad 3 Kolik člen̊u harmonické řady muśıte nejméně seč́ıst, aby tento
částečný součet řady měl hodnotu alespoň 10 (15, 20)?

11
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Př́ıklad 4 Prozrad’me, že řada

∞∑

n=1

4
(−1)n+1

2n− 1

konverguje a jej́ı posloupnost částečných součt̊u konverguje
”
rychle“ k součtu

této řady. Zkuste odhadnout součet této řady.

1.4 Monte Carlo

V této kapitole se budeme věnovat odhad̊um Ludolfova8 č́ısla π. Nejprve
hledejme obsah kruhu o poloměru r (představme si na chv́ıli, že neznáme
př́ıslušný vzorec a nic nev́ıme o č́ıslu π). Prvńım nápadem by mohlo být
zhotoveńı válcových nádob s r̊uznými poloměry podstav (např. s poloměry
o délce 1 a 2 jednotek) a jednotkovou výškou, viz obr. 1.7. Objem vody, který

v=1v=1

r=1 r=2

Obrázek 1.7: Válcové nádoby

se do takových nádob vejde, je roven obsahu podstavy válce, tj. obsahu kruhu
s poloměrem r. Rychle si všimneme, že pokud zvětš́ıme poloměr podstavy
dvakrát, zvětš́ı se objem čtyřikrát, a následně pozorujeme, že obsah kruhu
je př́ımo úměrný druhé mocnině poloměru. Také zjist́ıme, že druhou mocni-
nu poloměru kruhu muśıme vynásobit vhodnou konstantou, abychom dostali
správnou hodnotu obsahu daného kruhu. Tuto konstantu označ́ıme π. Exis-
tuje mnoho možnost́ı, jak tuto konstantu odhadnout. Snad nejjednodušš́ım
zp̊usobem jak stanovit meze pro π, je vepsat do kruhu o poloměru r čtverec
a stejnému kruhu opsat jiný čtverec, viz obr. 1.8. Délka strany větš́ıho čtverce
je 2r a z Pythagorovy věty dále zjist́ıme, že délka strany menš́ıho čtverce je√
2r, tud́ıž obsah větš́ıho resp. menš́ıho čtverce je 4r2 resp. 2r2. Jelikož jsme

si už
”
odvodili“, že obsah kruhu o poloměru r je dán vzorcem πr2, pouhým

porovnáńım obsah̊u čtverc̊u a kruhu zjist́ıme, že π ∈ (2, 4). Tuto metodu

8Ludolph van Ceulen (1540–1610) – německý matematik
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r

r

Obrázek 1.8: Exhaustńı metoda pro stanoveńı meźı pro π

nazýváme vyčerpávaćı (exhaustńı) a pravděpodobně prvńı ji použil Eudo-
xos.9

Než se budeme věnovat daľśım odhad̊um č́ısla π, pod́ıvejme se krátce
na výpočet obvodu kruhu. Jistě v́ıme, že obvod kruhu je př́ımo úměrný
dvojnásobku jeho poloměru, ale abychom dostali správnou hodnotu, je nutno
2r vynásobit vhodnou konstantou k. Na obr. 1.9 provedeme přeuspořádáńı
kruhu na útvar, který se pro zjemňuj́ıćı se děleńı kruhu bĺıž́ı obdélńıku. Po-
rovnáńım obsahu kruhu (πr2) a obsahu vzniklého obdélńıku (kr2) je názorně
vidět, že konstanta k je opět rovna π.

o = 2kr

kr

kr

r

r

r

zjemněńı děleńı

k = π

Obrázek 1.9: Stanoveńı vzorce pro obvod kruhu

Nyńı si ukážeme několik zp̊usob̊u, jak nalézt přibližnou hodnotu č́ısla π.

9Eudoxos (410 nebo 408 př. n. l. – 355 nebo 347 př. n. l.) – řecký astronom, matematik
a fyzik, student Platóna
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Buffonova metoda

Řešeńım tzv. Buffonova10 problému s jehlou je aproximace č́ısla π. Úloha
spoč́ıvá v opakovaném házeńı jehly o délce ℓ na rovinu (paṕır), na které máme
vyznačenu śıt’ rovnoběžek se vzdálenost́ı 2ℓ. Jestliže jehlu hod́ıme n-krát a
s-krát nám během těchto pokus̊u po dopadu zkř́ıž́ı některou z rovnoběžek,
pak č́ıslo

n

s
aproximuje č́ıslo π.

Nyńı si uved’me odhad týkaj́ıćı se přesnosti Buffonovy metody. Lze ukázat,
že s pravděpodobnost́ı 95 procent nemá chyba aproximace hodnotu větš́ı než
9,011/

√
n. Tzn. např́ıklad pro 104 pokus̊u nám s pravděpodobnost́ı 95 pro-

cent chyba nepřekroč́ı hodnotu 0,09011.

Př́ıklad 1 Implementujte Buffonovu metodu a použijte ji k aproximaci č́ısla
π. Porovnejte vaši aproximaci se

”
skutečnou“ hodnotou č́ısla π a určete chybu

aproximace.

Metoda Monte Carlo

Monte Carlo je tř́ıda výpočetńıch algoritmů založená na prováděńı náhod-
ných experiment̊u. Této metody se často použ́ıvá pro simulaci fyzikálńıch
a matematických systémů. Výsledkem provedeńı velkého množstv́ı experi-
ment̊u je obvykle pravděpodobnost určitého jevu. Na základě źıskané prav-
děpodobnosti a známých vztah̊u pak spoč́ıtáme potřebné výsledky. Protože
metoda vyžaduje generováńı velkého souboru náhodných dat, je vhodné pro
jej́ı implementaci použit́ı poč́ıtače. Metod Monte Carlo se použ́ıvá v př́ıpadě,
kdy je př́ılǐs pracné nebo nemožné nalézt přesný výsledek jiným zp̊usobem.
Jej́ı výhodou je jednoduchá implementace, nevýhodou relativně malá přes-
nost. Metoda byla vytvořena skupinou fyzik̊u pracuj́ıćıch na projektu jaderné
pumy v Los Alamos, jméno metody bylo navrženo v roce 1940 von Neuman-
nem.11

V matematice se Monte Carlo použ́ıvá zejména pro výpočet určitých
integrál̊u (zejména v́ıcenásobných určitých integrál̊u), které je obt́ıžné či
nemožné vyč́ıslit analyticky nebo jinou numerickou metodou. Např. obsah
omezené plochy E ohraničené grafem funkce y = x2, osou x a př́ımkou x = 1
(tj. S(E) =

∫ 1

0
x2 dx, viz obr. 1.10) je možné metodou Monte Carlo vypoč́ıst

následuj́ıćım zp̊usobem. Necht’ náš program generuje náhodně dvojice č́ısel

10Georges Louis Leclerc de Buffon (1707–1788) – francouzský př́ırodovědec
11John von Neumann (1903–1957) – významný mad’arský matematik
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[x, y], přičemž každé z č́ısel x a y je vybráno nezávisle z intervalu 〈0, 1〉.
Tuto dvojici budeme chápat jako souřadnice bodu, který je náhodně zvolen
ve čtverci 〈0, 1〉× 〈0, 1〉. Pravděpodobnost toho, že bod lež́ı uvnitř zadaného
čtverce, je 1. Pravděpodobnost toho, že bod lež́ı uvnitř podmnožiny E zada-
ného čtverce, je rovna obsahu plochy E, tj. S(E). Tedy obsah plochy, která je
podmnožinou zvoleného čtverce, můžeme odhadnout jako pravděpodobnost,
že náhodně zvolený bod z daného čtverce lež́ı v této podmnožině.

0 1
0

1

x

y x2

S(E)=

∫ 1

0

x2 dx

0 1
0

1

x

y

Obrázek 1.10: Plocha E a Monte Carlo

Př́ıklad 2 Implementujte metodu Monte Carlo pro přibližný výpočet
∫ 1

0
x2 dx. Źıskané výsledky můžete porovnat s analytickým vyč́ısleńım in-

tegrálu.

Pro odhad přesnosti metody Monte Carlo lze odvodit např́ıklad následuj́ıćı
tvrzeńı. S pravděpodobnost́ı 75 procent nemá chyba aproximace hodnotu
větš́ı než 1/

√
n. Tzn. např́ıklad pro 104 pokus̊u nám s pravděpodobnost́ı 75

procent chyba nepřekroč́ı hodnotu 0,01.
Chceme-li využ́ıt metodu Monte Carlo k aproximaci č́ısla π, vypočteme

přibližně touto metodou (např́ıklad) integrál
∫ 1

0

√
1− x2 dx.

Snadno si uvědomı́me (viz obr. 1.11), že t́ımto zp̊usobem źıskáme aproximaci
hodnoty π/4.

Př́ıklad 3 Implementujte metodu Monte Carlo pro přibližný výpočet in-
tegrálu

∫ 1

0

√
1− x2 dx a použijte ji k aproximaci č́ısla π. Porovnejte vaši
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aproximaci se
”
skutečnou“ hodnotou č́ısla π a určete chybu aproximace.

0 1
0

1

x

y

√
1− x2

∫ 1

0

√
1− x2 dx

0 1
0

1

x

y

Obrázek 1.11: π a Monte Carlo

Připomeňme ještě, že výše uvedené použit́ı metody Monte Carlo je pouze
ilustrativńı; jednoduchý integrál z př́ıkladu 3 lze velmi efektivně spoč́ıst
jinými numerickými integračńımi metodami.

Aproximace π pomoćı č́ıselných řad

Posledńı metodou nalezeńı aproximace č́ısla π, kterou si v tomto přehledu
ukážeme, je využit́ı č́ıselných řad. K této aproximaci použijeme tzv. Leibni-
zovu řadu, která je rozvojem funkce arkustangens:

arctg x = x− x3

3
+

x5

5
− x7

7
+ · · · =

∞∑

n=1

(−1)n+1 x2n−1

2n− 1
.

Tato řada má konečný součet pro x ∈ 〈−1, 1〉 (ř́ıkáme, že řada konverguje),
nav́ıc plat́ı, že č́ım v́ıce je |x| bližš́ı 0, t́ım méně člen̊u řady potřebujeme
použ́ıt k nahrazeńı arctg x s

”
uspokojivou“ přesnost́ı. Pro x = 1 dostáváme

z Leibnizovy řady tzv. Gregoryho12 řadu

1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · =

∞∑

n=1

(−1)n+1

2n− 1
.

Jelikož
arctg 1 =

π

4
,

12James Gregory (1638–1675) – skotský matematik a astronom
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můžeme Gregoryho řadu využ́ıt k aproximaci č́ısla π. Aproximaci s rychleǰśı
konvergenćı pak źıskáme, pokud použijeme rovnost

arctg 1 = arctg
1

2
+ arctg

1

3
, (1.6)

viz obr. 1.12.

arctg 1
arctg

1

2

arctg
1

3

Obrázek 1.12: Ilustrace k odvozeńı vztahu (1.6)

Př́ıklad 4 Implementujte metodu, která využije Gregoryho, popř. Leibni-
zovu řadu k nalezeńı aproximace č́ısla π.

1.5 Numerické řešeńı rovnic

Velmi často se (nejen) matematik setkává s úkolem, kdy je třeba vyřešit
nějakou nelineárńı rovnici. Tento úkol bývá většinou složitý a řešeńı ne-
lineárńı rovnice často nelze naj́ıt analyticky. Proto je užitečné vědět, jak lze
rovnice řešit alespoň přibližně pomoćı numerických metod. V následuj́ıćım
textu si ukážeme dvě jednoduché iteračńı metody, které umožňuj́ı nalézt a-
lespoň přibližné řešeńı nelineárńı rovnice.

Metoda prosté iterace

Bod x∗ ∈ R nazýváme pevným bodem funkce f : R 7→ R, pokud

f(x∗) = x∗.

17



Úlohy z matematické analýzy

Věta Bud’ ∅ 6= I ⊂ R uzavřený omezený interval a f : R 7→ R. Necht’

f je spojitá v I a necht’ f má spojitou derivaci v I. At’ nav́ıc existuje λ ∈ R

takové, že13

|f ′(x)| ≤ λ < 1 pro všechna x ∈ I.

Zvolme bod x0 ∈ I. Jestlǐze každý bod posloupnosti (xn) definované předpisem

xn+1 := f(xn), n = 0, 1, 2, 3, . . . ,

lež́ı v I, pak existuje x∗ ∈ I takové, že

f(x∗) = x∗ = lim xn,

tj. (xn) konverguje k pevnému bodu f .

Lze ukázat, že č́ım v́ıce je hodnota nejmenš́ıho horńıho odhadu množiny
{|f ′(x)| : x ∈ I} bližš́ı 0, t́ım rychleji posloupnost (xn) konverguje k pevnému
bodu f .

Pro dané x0 uvažujme posloupnost (xn) danou předpisem

xn+1 := xn −
1

4
(x2

n − 2), n = 0, 1, 2, 3, . . . . (1.7)

Všimněme si nejprve, že ±
√
2 jsou pevné body funkce f(x) := x− 1

4
(x2− 2).

Lze si rozmyslet (viz také obr. 1.13), že posloupnost (1.7) konverguje k
√
2

pro libovolné x0 ∈ (0, 4).

−2 0 2 4 6
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

x

y

f(x)

−2 0 2 4 6
−2

−1

0

1

2

3

4

5

x

y

|f ′(x)|

Obrázek 1.13: Grafy funkćı f(x) = x− 1
4
(x2 − 2) a |f ′(x)| =

∣
∣1− 1

2
x
∣
∣

13V pravém, resp. levém krajńım bodě intervalu I nepožadujeme existenci derivace,
ale pouze existenci derivace zleva, resp. zprava. Derivaci zleva, resp. zprava funkce f

v bodě x ∈ R definujeme jako lim
h→0−

f(x+h)−f(x)
h

, resp. lim
h→0+

f(x+h)−f(x)
h

.
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Algoritmus (Metoda prosté iterace)

1. ε > 0 (ukončuj́ıćı podmı́nka)
x0 (počátečńı aproximace)
n = 0
x1 = f(x0)

2. while |xn+1 − xn| ≥ ε
n = n + 1
xn+1 = f(xn)

end
3. xn+1 aproximuje řešeńı rovnice f(x) = x

Na obr. 1.14 je ilustrována konvergence posloupnosti (1.7) k pevnému
bodu

√
2 funkce f pro x0 = 1.

0 0.5 1.5 2.5 3.5
0

0.5

1

1.5

2

x

x

y

f(x)

x0 x1x2

Obrázek 1.14: Ilustrace konvergence metody prosté iterace k pevnému bodu√
2 =̇ 1,41421356 funkce f(x) = x− 1

4
(x2 − 2)

Nalezněme nyńı pomoćı metody prosté iterace přibližné řešeńı rovnice

10 e−
x
10 − x = 0. (1.8)

Řešeńı rovnice (1.8) převedeme na řešeńı rovnice

10 e−
x
10 = x,

tj. budeme hledat pevný bod fukce f(x) := 10 e−
x
10 . Lze si rozmyslet (viz

také obr. 1.15), že posloupnost (xn) daná předpisem

xn+1 := 10 e−
xn
10 , n = 0, 1, 2, 3, . . . ,

19



Úlohy z matematické analýzy

konverguje k pevnému bodu funkce f pro libovolné x0 > 0. Na obr. 1.16
je ilustrována konvergence této posloupnosti k pevnému bodu funkce f pro
x0 = 1.

0 5 10 15

2

4

6

8

10

12

x

y f(x)

0 5 10 15
0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

x

y

|f ′(x)|

Obrázek 1.15: Grafy funkćı f(x) = 10 e−
x
10 a |f ′(x)| =

∣
∣−e−

x
10

∣
∣

0 2 4 6 8 10
0

2

4

6

8

10

 

 

x

x

y

f(x)

x0 x1x2 x3x4

Obrázek 1.16: Ilustrace konvergence metody prosté iterace k pevnému bodu
x∗ =̇ 5,67143290 funkce f(x) = 10 e−

x
10

Newtonova metoda

Zabývejme se nyńı řešeńım rovnice

g(x) = 0. (1.9)

Předpokládejme, že g je spojitá a má spojitou a nenulovou derivaci v nějakém
okoĺı14 U(x∗), kde x∗ řeš́ı rovnici (1.9). Budeme vycházet z metody prosté

14Okoĺım U(x∗) budeme rozumět nějaký otevřený omezený interval se středem v x∗.

20



iterace. Protože x∗ řeš́ı rovnici (1.9), tak x∗ řeš́ı také rovnici

x = f(x) := x− g(x)

h(x)
, (1.10)

kde h je libovolná nenulová a diferencovatelná funkce na okoĺı U(x∗). Pak
dále plat́ı, že

f ′(x) = 1− g′(x)h(x)− g(x)h′(x)

h2(x)
pro všechna x ∈ U(x∗).

Pro
”
dobrou“ konvergenci budeme požadovat f ′(x∗) = 0, tj.

1− g′(x∗)

h(x∗)
= 0.

Odtud h(x∗) = g′(x∗). Voĺıme proto h(x) = g′(x). Dostáváme tak, že po-
sloupnost (xn) definovaná předpisem

xn+1 := xn −
g(xn)

g′(xn)
, n = 0, 1, 2, 3, . . . , (1.11)

konverguje k řešeńı x∗ rovnice (1.9), pokud x0 je dostatečně bĺızko x∗, funkce
f je daná (1.10) a jsou splněny předpoklady věty ze str. 18.

Algoritmus (Newtonova metoda)

1. ε > 0 (ukončuj́ıćı podmı́nka)
x0 (počátečńı aproximace)
n = 0
x1 = x0 − g(x0)/g

′(x0)
2. while |xn+1 − xn| ≥ ε

n = n + 1
xn+1 = xn − g(xn)/g

′(xn)
end

3. xn+1 aproximuje řešeńı rovnice g(x) = 0

Připomeňme si ještě, že rovnice tečny t grafu funkce g v dotykovém bodě
(xn, g(xn)) má tvar

t : y = g′(xn)(x− xn) + g(xn).

Hledáme-li pr̊useč́ık př́ımky t a osy x, řeš́ıme rovnici

g′(xn)(x− xn) + g(xn) = 0. (1.12)
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Je-li g′(xn) 6= 0, pak lze řešeńı rovnice (1.12) psát ve tvaru

x = xn −
g(xn)

g′(xn)
.

Porovnáme-li pak posledńı rovnost s iteračńı formuĺı (1.11), zjist́ıme, že každé
xn+1 vytvoř́ıme jako pr̊useč́ık tečny sestrojené ke grafu funkce g v dotykovém
bodě (xn, g(xn)) a osy x. Proto se Newtonova metoda často nazývá metodou

tečen.
Na obr. 1.17 ilustrujeme přibližné řešeńı rovnice g(x) := e−x − 1/7 = 0

pomoćı Newtonovy metody pro x0 = 1.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

x

y

g(x)

x0 x1 x2

Obrázek 1.17: Ilustrace konvergence Newtonovy metody k řešeńı
x∗ =̇ 1,94591015 rovnice g(x) := e−x − 1/7 = 0

Př́ıklad 1 Pomoćı Newtonovy metody aproximujte řešeńı rovnic

1) ln x+ (x− 1)3 = 0,

2) x+ e−x2

= 1.

Př́ıklad 2 Pomoćı Newtonovy metody najděte přibližné hodnoty č́ısel
√
2

a π.

1.6 Jak pracuje kalkulačka – k čemu je dobrý

Taylor̊uv polynom?

Při řešeńı r̊uzných matematických úloh se setkáváme s potřebou vyč́ıslit hod-
notu nějaké funkce v daném bodě. V některých př́ıpadech to ale může být
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obt́ıžné. Uvažujeme-li např́ıklad funkci
√
x, pak určit hodnotu této funkce

v bodě 1 je jednoduché:
√
1 = 1. Jak ale pomoćı desetinného č́ısla (alespoň

přibližně) zapsat hodnotu funkce
√
x např́ıklad v bodě 2? Nab́ıźı se řešeńı:

použijeme kalkulačku. Jak ovšem č́ıslo 1,414213 . . . spočetla kalkulačka? V té-
to kapitole si ukážeme postup, jak lze přibližně vypoč́ıst hodnoty

”
obt́ıžně

vyč́ıslitelných“ funkćı v ruce a simulovat t́ım práci jednoduché kalkulačky.
Nejprve si zavedeme několik pojmů, s nimiž budeme dále pracovat.

Má-li funkce f v bodě x0 derivace až do řádu n ∈ N včetně, definujeme
Taylorův15 polynom řádu n funkce f v bodě x0 vztahem

Tn(x) := f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

=

n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k.

Okoĺım bodu x0 ∈ R o poloměru δ > 0 budeme rozumět otevřený interval
(x0 − δ, x0 + δ) a budeme jej značit Uδ(x0).

Nyńı budeme cht́ıt aproximovat funkci f na okoĺı Uδ(x0) Taylorovým po-
lynomem,16 č́ımž se dopust́ıme určité chyby. Výhodou lokálńı aproximace
funkce pomoćı polynomu je např́ıklad to, že funkčńı hodnotu polynomu lze
spoč́ıst pouze pomoćı operaćı sč́ıtáńı a násobeńı. Obvykle č́ım vyšš́ı stupeň
Taylorova polynomu pak budeme při aproximaci uvažovat, t́ım menš́ı se do-
pust́ıme chyby (tj. t́ım přesněǰśı nahrazeńı źıskáme).

Taylorova věta Předpokládejme, že funkce f má v každém bodě okoĺı

Uδ(x0) všechny derivace až do řádu n+1 včetně, a uvažujme x ∈ Uδ(x0). Pak
existuje č́ıslo ξ lež́ıćı mezi x0 a x takové, že plat́ı

f(x) = Tn(x) +Rn+1(x),

kde Rn+1 – tzv. zbytek po n-tém členu – je daný vztahem

Rn+1(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1.

Uvedená podoba zbytku se nazývá Lagrange̊uv17 tvar zbytku. Existuje
v́ıce (někdy užitečněǰśıch) tvar̊u zbytku. Přesnost aproximace hodnoty funkce

15Brook Taylor (1685–1731) – anglický matematik
16Toto nahrazeńı budeme zapisovat takto: f(x) ≈ Tn(x).
17Joseph Louis Lagrange (1736–1813) – významný italsko-francouzský matematik a

mechanik
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Úlohy z matematické analýzy

f v x ∈ Uδ(x0) hodnotou Taylorova polynomu Tn v x lze zjistit odhadem
velikosti zbytku Rn+1(x).

Vrat’me se na chv́ıli zpět k našemu problému jak (přibližně) vyjádřit hod-
notu č́ısla

√
2. Použijeme výše uvedených úvah a funkci f(x) =

√
x na-

hrad́ıme na okoĺı bodu x0 = 1 Taylorovým polynomem např́ıklad stupně 4.
Dostaneme tak (viz také obr. 1.18)

√
x ≈ T4(x) = f(1)+f ′(1)(x−1)+

f ′′(1)

2
(x−1)2+

f ′′′(1)

6
(x−1)3+

f (4)(1)

24
(x−1)4,

a proto pro x = 2 máme

0 1 2 3 4
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

x

y

f(x)

T4(x)

Obrázek 1.18: Nahrazeńı funkce f Taylorovým polynomem T4 v bodě 1

√
2 ≈ T4(2) = f(1) + f ′(1) +

f ′′(1)

2
+

f ′′′(1)

6
+

f (4)(1)

24
.

Poč́ıtejme:

• f ′(x) =
1

2
√
x
, f ′(1) =

1

2
,

• f ′′(x) = − 1

4
√
x3

, f ′′(1) = −1

4
,

• f ′′′(x) =
3

8
√
x5

, f ′′′(1) =
3

8
,

• f (4)(x) = − 15

16
√
x7

, f (4)(1) = −15

16
.
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Tedy

√
2 ≈ 1 +

1

2
− 1

8
+

3

48
− 15

384
= 1,3984375.

Neńı těžké v tomto př́ıpadě odhadnout velikost zbytku R5(2). Protože

f (5)(x) =
105

32
√
x9

,

plat́ı

R5(2) ≤
f (5)(1)

5!
(2− 1)5 =

7

256
= 0,02734375.

Lepš́ı přesnosti vyč́ısleńı hodnoty
√
2 bychom dosáhli, pokud bychom zvolili

vyšš́ı řád Taylorova polynomu funkce
√
x v bodě 1.18,19

Př́ıklad 1 Pomoćı Taylorova polynomu určete přibližně hodnotu č́ısla e.20

Př́ıklad 2 Pomoćı Taylorova polynomu určete přibližně hodnotu č́ısla π.21

Zkusme se zamyslet, zda by nešlo naši jednoduchou kalkulačku nějak
zrychlit, tedy zda můžeme dosáhnout stejného přibĺıžeńı k požadované hod-
notě s využit́ım menš́ıho počtu aritmetických operaćı. Odpověd’ zńı ano –
můžeme použ́ıt metodu prosté iterace, kterou jsme si již popsali v kapitole
1.5. Připomeňme si v tuto chv́ıli alespoň daný iteračńı algoritmus pro na-
lezeńı řešeńı rovnice f(x) = x, tj. pro nalezeńı pevného bodu funkce f , za
předpokladu, že f splňuje předpoklady věty ze str. 18.

18Zkuste si rozmyslet, že Tn(2) = 1 + 1
1! · 1

2 + 1
2! ·

(
− 1

4

)
+ 1

3! · 3
8 + 1

4! ·
(
− 15

16

)
+ · · ·

+ 1
n!

(
1
2 ·
(
− 1

2

)
·
(
− 3

2

)
·
(
− 5

2

)
· . . . ·

(
− 2n−3

2

))
= 1 +

n∑

k=1

(−1)k

k! · −1·1·3·5· ... ·(2k−3)
2k

.

19Leckdy je namı́sto zvyšováńı řádu n výhodněǰśı lépe zvolit x0, např. v tomto př́ıpadě
je rozumnou volbou x0 = 49/25.

20Nápověda: Použijte Taylor̊uv polynom stupně n funkce f(x) = ex ve vhodném bodě
x0.

21Nápověda: Použijte Taylor̊uv polynom stupně n funkce f(x) = arctgx ve vhodném
bodě x0.
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Algoritmus (Metoda prosté iterace)

1. ε > 0 (ukončuj́ıćı podmı́nka)
x0 (počátečńı aproximace)
n = 0
x1 = f(x0)

2. while |xn+1 − xn| ≥ ε
n = n + 1
xn+1 = f(xn)

end
3. xn+1 aproximuje řešeńı rovnice f(x) = x

Připomeňme si dále (viz str. 18), že posloupnost (xn) daná předpisem

xn+1 := xn − k(x2
n − 2), n = 0, 1, 2, 3, . . . , k :=

1

4
, (1.13)

konverguje k
√
2 pro libovolné x0 ∈ (0, 4). (

√
2 je pevným bodem funkce

f(x) := x− k(x2 − 2).)

Př́ıklad 3 Změňte koeficient k v (1.13) tak, aby daná posloupnost kon-
vergovala k

√
2 rychleji než stávaj́ıćı posloupnost (1.13), pokud počátečńı

aproximace je x0 = 1. Změňte koeficient k v (1.13) tak, aby posloupnost
konvergovala k

√
2 pro x0 = 5.

Př́ıklad 4 Pomoćı metody prostých iteraćı určete přibližně hodnotu č́ısla π.
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Kapitola 2

Úlohy z lineárńı algebry

2.1 Několik definic na úvod: matice, součin

matic a inverze matice

Uvažujme prvky x1, x2, . . . , xn z dané množiny F ⊂ R. Aritmetický vektor

(n-rozměrný) je uspořádaná n-tice č́ısel, jej́ıž prvky se nazývaj́ı složky. Tyto
uspořádané n-tice budeme zapisovat do hranatých závorek do řádk̊u nebo
sloupc̊u:

x = [x1, x2, . . . , xn] nebo x =






x1
...
xn




 .

Stručně ṕı̌seme též x = [xi]. Někdy je užitečné zapisovat i-tou složku vektoru
x jako [x]i, tedy xi = [x]i. Pro libovolný skalár α a aritmetický vektor x dále
definujeme jejich součin jako

αx := [αxi] .

Sč́ıtáńı a odeč́ıtáńı dvou aritmetických vektor̊u x a y o n složkách je dáno
předpisem

[x± y]i := [x]i ± [y]i, i = 1, 2, . . . , n

a jejich skalárnı́ součin definujme vztahem

xy := x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn.

Uvažujme prvky a11, a12, . . . , amn z dané množiny F ⊂ R. Matice typu
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(m,n) je obdélńıková tabulka

A =






a11 . . . a1n
...

. . .
...

am1 . . . amn




 ,

která má m ·n prvk̊u aij uspořádaných do m řádk̊u rAi a n sloupc̊u sAj , takže

A =






rA1
...
rAm




 =

[
sA1 , . . . , s

A
n

]
,

rAi = [ai1, . . . , ain] , sAj =






a1j
...

amj




 .

Stručně ṕı̌seme též A = [aij ] a ij-tou složku matice A můžeme alternativně
zapsat jako [A]ij , tedy aij = [A]ij . Opět pro libovolný skalár α a matici A
definujeme jejich součin jako

αA := [αaij ].

Sč́ıtáńı a odeč́ıtáńı dvou matic téhož typu je dáno předpisem

[A± B]ij := [A]ij ± [B]ij .

Nyńı si zavedeme operaci násobeńı matic. Nejdř́ıve ovšem zadefinujme
součin matice a vektoru. Součinem matice A = [aij ] typu (m,n) a sloup-
cového vektoru x = [xi] o n složkách nazýváme sloupcový vektor y o m
složkách definovaný předpisem

y = Ax := x1s
A
1 + · · ·+ xns

A
n .

Rozepsáńım této definice po složkách dostaneme

yi = [Ax]i = ai1x1 + · · ·+ ainxn = rAi x.

Nyńı přejděme k násobeńı matic. Jestliže A je matice typu (m, ℓ) a B je
matice typu (ℓ, n), pak součin matic A a B je matice AB typu (m,n)
definovaná předpisem

AB :=
[
AsB1 , . . . , As

B
n

]
.
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Rozeṕı̌seme-li si definici násobeńı matic po složkách, dostaneme

[AB]ij = ai1b1j + · · ·+ aiℓbℓj = rAi sBj .

Nakonec si zavedeme inverzńı matici. Necht’ A je čtvercová matice (tzn.
jde o matici, která má stejný počet řádk̊u a sloupc̊u). Jestliže existuje matice
B tak, že

AB = BA = I, 1

pak se matice B nazývá inverznı́ maticı́ k matici A a znač́ı se A−1. Čtver-
cová matice, ke které existuje inverzńı matice, se nazývá regulárnı́. V o-
pačném př́ıpadě takovou matici nazýváme singulárnı́. Dá se ukázat, že ke
každé regulárńı matici existuje právě jedna inverzńı matice.

Mnohem v́ıce detail̊u o vektorech, matićıch a operaćıch s nimi lze nalézt
např́ıklad v [5].

2.2 Jednoduchý model vyhledáváńı v data-

báźıch

V této kapitole si ukážeme jednoduchou ilustraci toho, jak lze pomoćı vektor̊u
a jejich skalárńıch součin̊u prohledávat databáze.

Nejprve si připomeňme, že pro skalárńı součin dvou aritmetických vektor̊u
x = [xi] a y = [yi] o n složkách plat́ı vztah

xy = ||x|| ||y|| cosϕ,

kde

||x|| :=
√
xx =

√

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

je velikost vektoru x (analogicky definujeme pro y) a ϕ je úhel, který sv́ıraj́ı
vektory x a y (viz obr. 2.1).2

Nyńı si uvedeme jednu z možných definićı bĺızkosti vektor̊u. O dvou aritme-
tických vektorech řekneme, že jsou si

”
blı́zké“, pokud je jejich úhel ϕ bĺızký

0, tj. hodnota cosϕ je bĺızká 1. Např. na obr. 2.2 je vektor x
”
bĺızký“ y a

vektor z
”
neńı bĺızký“ ani x ani y.

1Matici I ř́ıkáme jednotková matice a definujeme ji takto

I :=








1 0 0 · · · 0 0
0 1 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 1







.

2Úhel ϕ tedy lež́ı v intervalu 〈0, π〉.
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x

y
ϕ

Obrázek 2.1: Úhel ϕ mezi vektory x a y

x
y

z

ϕ1

ϕ2

Obrázek 2.2:
”
Bĺızkost“ vektor̊u

Právě bĺızkosti vektor̊u můžeme využ́ıt při vyhledáváńı v databáźıch.
Ilustrujme si to na následuj́ıćım př́ıkladě. Mějme kuchařskou knihu, která
obsahuje m recept̊u, kde každý recept obsahuje některou z k surovin. Tako-
vou databázi recept̊u můžeme popsat m vektory r1, r2, . . . , rm o k složkách.
Každý vektor ri bude obsahovat jen nuly a jedničky (0, resp. 1 na dané po-
zici v př́ıpadě, že danou ingredienci neobsahuje, resp. obsahuje). Chceme-li
vybrat recept se surovinami, které nejlépe splňuj́ı naše požadovaná kritéria,
pak můžeme náš požadavek zapsat jako vektor p o k složkách a naš́ım úkolem
bude naj́ıt vektor ri z vektor̊u r1, r2, . . . , rm, který je nejblı́že vektoru p, tj.
plat́ı, že

cosϕi =
ri p

||ri|| ||p||
je největš́ı ze všech

cosϕℓ =
rℓ p

||rℓ|| ||p||
, ℓ = 1, 2 . . . , m.

Na obr. 2.3 ilustrujeme databázi čtyř recept̊u, přičemž danému požadavku
p na suroviny je nejbĺıže recept r2. Vektor p našeho požadavku na suroviny
muśı mı́t stejný

”
formát“ jako naše recepty. Zejména si uvědomme, že 0 na

dané pozici vektoru p znamená, že požadujeme, aby recept danou surovinu
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p

Obrázek 2.3: Vektorový model recept̊u a daný požadavek

neobsahoval. Tato skutečnost nám často může překážet, a proto je vhodné
provést

”
projekci“ recept̊u (a vektoru p) jen do těch složek, ve kterých je p

nenulový.3 Ukážeme si to na př́ıkladu jednoduché databáze tř́ı recept̊u

r1 = [1, 1, 1, 0, 0], r2 = [1, 0, 1, 1, 1], r3 = [1, 0, 0, 1, 1],

kde jednotlivé složky postupně odpov́ıdaj́ı ingredienćım kuře, vepřové, česnek,
cibule, mrkev. Nyńı nás bude zaj́ımat, které recepty obsahuj́ı kuře a cibuli.
Náš požadavek můžeme zapsat jako

p = [1, 0, 0, 1, 0],

t́ım ale ř́ıkáme, že nechceme, aby recept obsahoval vepřové, česnek a mrkev.
Ve skutečnosti nás však obsah ostatńıch ingredienćı nezaj́ımá a provedeme
proto

”
projekci“ na prvńı a čtvrtou složku4

r1 = [1, 0], r2 = [1, 1], r3 = [1, 1], p = [1, 1]

a pomoćı kośın̊u úhl̊u mezi
”
projektovaným“ p a

”
projektovanými“ recepty

zjist́ıme, že našemu požadavku (na obsah kuřete a cibule) jsou nebĺıže re-
cepty 2 a 3.

Př́ıklad 1 Popǐste následuj́ıćı recepty pomoćı aritmetických vektor̊u:

1. Buchty - ingredience: 100 g Hery, 100 g cukru moučka, 2 vejce, 500 g hladké mouky, 1/4 l mléka,
30 g drožd́ı

2. Č́ınské placičky - ingredience: 3 silněǰśı kuřećı ř́ızky, 3 vejce, 1 drobně nakrájená cibule, 4 lž́ıce
Solamylu, s̊ul, 4 lž́ıce oleje, 1 lž́ıce sojové omáčky, 1 lž́ıce worcesterové omáčky

3. Čočková polévka - ingredience: 1 lž́ıce olivového oleje, 1 mrkev, 1 cibule, 4 stroužky česneku, 50 g
žitné mouky, 450 g čočky, s̊ul, 1 kostka zeleninového bujónu, podle chuti chilli nebo cayenský pepř,
majoránka, 10 g másla, 2 lž́ıce plnotučné hořčice, 2 vejce, petrželka

3To, zda
”
projekci“ provedeme či ne, tedy může ovlivnit výsledek vyhledáváńı.

4Tedy na ty složky, ve kterých je požadavek p nenulový.
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4. Domáćı buchty - ingredience: 600 g polohrubé mouky, 1/4 l mléka, 2 vejce, 10 lžic oleje, 40 g
cukru, 1 prášek do pečiva, 1 kostička drožd́ı (42 g), špetka soli

5. Ev́ıkova mňamka - ingredience: 4 kuřećı ř́ızky, 8 plátk̊u anglické slaniny, sýr podle chuti (eidam,
blat’ácké zlato, hermeĺın, niva..., ale vždy jen jeden druh), 1 cibule, s̊ul, pepř, 50 g másla, 1 lž́ıce
sojové omáčky

6. Chléb - ingredience: 1,5 lž́ıce octa, 3 lž́ıce olivového oleje, 10 g cukru, 3 lžičky soli, 360 g hladké
mouky pšeničné, 140 g žitné mouky, 75 g celozrnné mouky žitné, 75 g celozrnné mouky pšeničné,
lž́ıce kmı́nu, 15 g sušeného drožd́ı

7. Chleb́ıčková pomazánka - ingredience: 100 g brambor, 1 cibule, 1 lž́ıce tatarské omáčky, s̊ul, pepř

8. Kokosová hrńıčková bábovka - ingredience: 200 g hladké mouky, 10 lžic kokosu, 100 g cukru
krupice, 1/4 l mléka, 6 lžic oleje, 1 prášek do pečiva, 1 vanilkový cukr, 3 vejce

9. Kuřećı kousky v sýrovém těst́ıčku - ingredience: 4 kuřećıch prśıček, s̊ul
Těst́ıčko: 1 vejce, 0,05 l b́ılého v́ına, 80 g hladké mouky, strouhaný sýr
Dresink: 100 g b́ılého jogurtu, 5 lžic tatarky, mletý b́ılý pepř, s̊ul, 2 stroužky česneku

10. Pař́ıžské kostky - ingredience: 440 g polohrubé mouky, 220 g cukru, 7 lžic oleje, 1/4 l vlažného
mléka, 2-3 lž́ıce kakaa, 1 prášek do pečiva, 3 celá vejce

11. Perńık - ingredience: 1/2 kg polohrubé mouky, 350 g cukru krystal, 1/2 l mléka, 10 lžic oleje, 2 celá
vejce, 4 lž́ıce rozředěných povidel, 2-3 lž́ıce kakaa, 1 lžička jedlé sody, 1 prášek do pečiva, špetka
soli, 1 lžička mleté skořice, lze přidat najemno nastrouhaná 2-3 jablka

12. Pizza těsto - ingredience: 0,5 kg hladké mouky, 1 lž́ıce olivového oleje, 1 lž́ıce soli, 15 g drožd́ı

13. Plněné kuře - ingredience: 1 kuře, 1 velká cibule, 3 plátky anglické slaniny, 2 lž́ıce oleje, s̊ul

14. Plněný cop - ingredience: 500 g polohrubé mouky, 50 g moučkového cukru, 3 žloutky, 100 g
rozpuštěného másla, špetka soli, 0,2 l mléka, 40 g drožd́ı
Náplň: 5 lžic strouhaných ĺıskových oř́ı̌sk̊u, 100 g cukru, 3 vejce, špetka skořice, vejce na poťreńı,
sekané oř́ı̌sky na posypáńı

15. Tatranské pracny - ingredience: 300 g hladké mouky, 250 g Hery, 100 g moučkového cukru, 1 vejce,
1 lž́ıce kakaa, 1 lžička skořice, 6 lžic mletých ořech̊u, oř́ı̌sk̊u nebo mandĺı (může se i namı́chat)

16. Tradičńı italské lasagne - ingredience: Boloňská omáčka: 1 lž́ıce olivového oleje, 1 sťredńı cibule,
1 stroužek česneku, 500 g mletého hověźıho (kuřećıho, sójového masa, jaké kdo má rád), 250 g
oloupaných celých či nakrájených rajčat v plechovce, 2 lž́ıce rajčatového protlaku, 4 lž́ıce červeného
v́ına, s̊ul, čerstvě namletý pepř
Sýrová omáčka: 50 g másla, 50 g mouky, 0,6 l mléka, sýr na strouháńı (čedar), 12 list̊u vaječných
těstovin - lasagńı

17. Vepřová kýta - ingredience: 6 ř́ızk̊u z vepřové kýty, 1 lžička soli, 1 lžička pepře, 1/2 lž́ıce sola-
mylu, 1 lž́ıce worchestrové omáčky, 2 stroužky česneku, 1/2 lžičky majoránky, 2 vejce, 1 lž́ıce raj.
protlaku, 1 lž́ıce oleje

Nyńı zkuste na základě výše popsané bĺızkosti vektor̊u vyhledat, které
recepty obsahuj́ı ingredience nejlépe odpov́ıdaj́ıćı těmto požadavk̊um:

1) cukr, drožd́ı, Hera, kakao, mouka a skořice,

2) s̊ul, sýr a worchester,

3) česnek, hořčice, kuřećı maso, majoránka, pepř, slanina a s̊ul.
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Př́ıklad 2 Vyhledejte recepty z naš́ı databáze, které neobsahuj́ı

1) mléko, jogurt, máslo, sýr ani tatarskou omáčku (recepty pro pacienty
s alergíı na b́ılkovinu kravského mléka),

2) žádné maso (hověźı, kuřećı, vepřové) ani slaninu (vegetariánské re-
cepty).

2.3 Geometrické transformace

Nejdř́ıve si připomeneme některé pojmy z oblasti geometrických zobrazeńı.
Geometrickým zobrazenı́m rozumı́me zobrazeńı, které geometrickému út-
varu U přǐrad́ı geometrický útvar U ′. Útvar U je tzv. vzor a útvar U ′ se
označuje jako obraz. Pod́ıvejme se bĺıže na tři konkrétńı typy zobrazeńı, a to
stejnolehlost, rotaci a posunut́ı.

Stejnolehlost

Uvažujme bod S ∈ R
n, kde n ∈ {2, 3}. Geometrické zobrazeńı, při němž

obrazem bodu S je bod S a obrazem každého bodu A ∈ R
n, A 6= S, je

takový bod A′ ∈ R
n, že pro vektor SA′ plat́ı SA′ = κSA, kde κ ∈ R \ {0, 1}

je pevně zvolené, se nazývá stejnolehlostı́ (nebo také homotetiı́). Bod
S nazýváme středem stejnolehosti a κ koeficientem stejnolehlosti.
Stejnolehlost s κ = −1 je středovou souměrnost́ı.

0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

5

x

y

Obrázek 2.4: Stejnolehlost (v rovině) s koeficientem κ = 2 a středem
v počátku (vzor zeleně, obraz modře)
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Rotace

Rotace (otočenı́) v rovině je geometrické zobrazeńı, které je charakteri-
zováno t́ım, že spojnice všech bod̊u s pevně zvoleným bodem S, tzv. středem
otočenı́, se změńı o stejný úhel ϕ, tzv. úhel otočenı́, a vzdálenost bod̊u
od středu otočeńı z̊ustává nezměněna.

0 1 2 3
0

1

2

3

x

y

Obrázek 2.5: Rotace s úhlem ϕ = π/4 a středem v počátku (vzor zeleně,
obraz modře)

Posunut́ı

Posunutı́ (translace) je geometrické zobrazeńı, které je charakterizová-
no t́ım, že všechny body transformované množiny bod̊u změńı své kartézské
souřadnice o stejnou hodnotu, tj. ke každému bodu přičteme stejný vektor

posunutı́.

Nyńı si ukážeme, jak lze pomoćı elementárńıch maticových operaćı zapsat
výše uvedená zobrazeńı. Zapǐsme souřadnice vzoru geometrického zobrazeńı,
tj. bodu z R2 či R3, do sloupcového vektoru. Pokud vzorem zobrazeńı je v́ıce
bod̊u, zaṕı̌seme je jako sloupce matice P . Obraz bod̊u ve stejnolehlosti s ko-
eficientem κ a středem v počátku zaṕı̌seme jako součin transformačńı matice
T typu (n, n) a matice P , přičemž n je dimenze prostoru, ve kterém zobra-
zujeme (tj. 2 nebo 3). Matice T má všechny prvky na hlavńı diagonále rovny
koeficientu stejnolehlosti κ. Všechny daľśı prvky jsou nulové.5 Pro n = 2

5Tedy T = κI, kde I je jednotková matice.
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Obrázek 2.6: Posunut́ı (v rovině) o vektor [1, 1] (vzor zeleně, obraz modře)

zaṕı̌seme obrazy bod̊u v rotaci s úhlem otočeńı ϕ a středem otočeńı v počátku
jako součin transformačńı matice R a matice P , přičemž

R =

[
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

]

.

Posunut́ı s vektorem posunut́ı p realizujeme tak, že ke každému sloupci ma-
tice P přičteme sloupcový vektor p.

Př́ıklad 1 Implementujte geometrická zobrazeńı stejnolehlost, rotaci a posu-
nut́ı v rovině. Nalezněte obraz trojúhelńıku s vrcholy [1,−1], [2, 0] a [1, 1] ve
stejnolehlosti se středem v počátku a s koeficientem stejnolehlosti κ = 2.
Tento obraz transformujte rotaćı se středem otočeńı v počátku a úhlem
otočeńı ϕ = π/2. Nakonec na tento nový obraz aplikujte posunut́ı s vektorem
posunut́ı p = [−3,−2]. Zobrazte vzor (tj. p̊uvodńı trojúhelńık) a jednotlivé
obrazy (použijte např. matlabovskou funkci fill).

Př́ıklad 2 Vytvořte funkci s názvem transformace, která transformuje za-
daný bod podle vstupńıch parametr̊u:

transformovany bod = transformace(bod, κ, ϕ, p).

Transformaci budeme chápat ve smyslu př́ıkladu 1, tj. nejdř́ıve aplikujeme
stejnolehlost se středem v počátku a s koeficientem κ, poté rotaci se středem
v počátku a úhlem otočeńı ϕ a nakonec posunut́ı s vektorem posunut́ı p.
Tuto funkci použijte pro vytvořeńı rutiny, která transformuje n-úhelńık za-
daný matićı P (sloupce matice jsou tvořeny vektory souřadnic vrchol̊u).
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Př́ıklad 3 Vytvořte rutinu, která v každé iteraci s danou pravděpodobnost́ı
provede transformaci bodu z předchoźı iterace podle tabulky 2.1. Transfor-
movaný bod v každé iteraci vykreslete. Jako počátečńı bod volte [0,5, 0,5].
(Tento př́ıklad byl převzat a upraven z [3].)

pravděpodobnost κ (stejnolehlost) ϕ (rotace) p (posunut́ı)
0,85 0,85 −0,05 [0, 1,5]
0,07 0,3 1 [0, 1,5]
0,07 0,25 −1 [0, 0,5]

0,01 transformace definovaná matićı

[
0 0
0 0,15

]

Tabulka 2.1: Krok iteračně definovaného geometrického zobrazeńı
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Kapitola 3

Počátečńı úlohy

3.1 Stručný úvod do počátečńıch úloh a jak

je řešit

Na úvod se nauč́ıme pracovat se speciálńım typem rovnice – s tzv. diferenci-
álńı rovnićı. Pomoćı diferenciálńıch rovnic lze popsat celou řadu zákonitost́ı,
které se objevuj́ı v př́ırodńıch a společenských vědách. Podrobně se tomuto
typu rovnic věnuje text [8]. V této části si také ukážeme, jak lze diferenciálńı
rovnice numericky řešit. A v následuj́ıćıch podkapitolách budeme pomoćı di-
ferenciálńıch rovnic konstruovat modely popisuj́ıćı některé jevy, se kterými
se běžně setkáváme. Na závěr poznamenejme, že mnoho daľśıch zaj́ımavých
aplikaćı obyčejných diferenciálńıch rovnic lze nalézt v [8, 9].

Obyčejnou diferenciálnı́ rovnicı́ 1. řádu rozumı́me rovnici tvaru

y′(t) = f(t, y(t)), (3.1)

kde f: R
2 7→ R je zadaná funkce a y je

”
hledaná“ funkce.

Řešenı́m této rovnice na otevřeném intervalu (a, b) (a < b) rozu-
mı́me každou funkci ȳ: (a, b) 7→ R takovou, že pro všechna t ∈ (a, b) plat́ı

ȳ′(t) = f(t, ȳ(t)).

Např́ıklad funkce ȳ(t) := t, t ∈ (0,+∞), je řešeńım diferenciálńı rovnice

y′(t) = y(t)
t

na intervalu (0,+∞). Jiným řešeńım této rovnice na intervalu
(0,+∞) je např́ıklad funkce ȳ(t) := 2t, t ∈ (0,+∞), či ȳ(t) := 3t, t ∈
(0,+∞). Neńı těžké ukázat, že pro libovolné k ∈ R je funkce ȳk(t) := kt,

t ∈ (0,+∞), řešeńım diferenciálńı rovnice y′(t) = y(t)
t

na intervalu (0,+∞).
Naše úloha má nekonečně mnoho řešeńı. Zkusme nav́ıc přidat k naš́ı rovnici
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např́ıklad podmı́nku y(1) = 2, tj. chceme nalézt funkci, která řeš́ı naši rovnici
a nav́ıc jej́ı funkčńı hodnota v t = 1 je rovna 2. Lze ukázat, že taková úloha
má na (0,+∞) pouze jediné řešeńı ȳ(t) = 2t.

Úlohu, která se skládá z hledáńı řešeńı obyčejné diferenciálńı rovnice
1. řádu, které má nav́ıc splňovat tzv. počátečńı podmı́nku y(t0) = y0, na-
zýváme Cauchyovou úlohou1 a zapisujeme ji obecně takto:

y′(t) = f(t, y(t)),

y(t0) = y0.

}

(3.2)

Pokud má funkce f(t, y(t)) speciálńı tvar,2 pak existuj́ı metody, jak ana-
lyticky řešit výše popsanou Cauchyovu úlohu. Často však analytické řešeńı
nalézt nelze nebo by jeho nalezeńı bylo př́ılǐs náročné. V takovém př́ıpadě
se nab́ıźı použit́ı některé z numerických metod pro přibližné řešeńı Cauchyo-
vých úloh. Pod́ıvejme se nyńı na jednu z těchto metod – Eulerovu metodu.3

O funkci f budeme dále předpokládat, že je v množině D := {(t, y) ∈ R
2 :

t0 ≤ t} spojitá a také jsou vD spojité derivace této funkce podle proměnné y.

Eulerova metoda

Eulerova metoda je nejjednodušš́ım zp̊usobem numerického řešeńı Cau-
chyových úloh. Výstup Eulerovy metody nám aproximuje řešeńı Cauchy-
ovy úlohy (3.2) na intervalu 〈t0, tN〉 (tento interval specifikujeme ńıže). Me-
toda využ́ıvá aproximace derivace4 funkce y v bodě t pomoćı tzv. dopředné
diference y v tomto bodě

y′(t) ≈ y(t+ h)− y(t)

h
,

kde h je
”
malé“ a kladné.

Po jednoduché úpravě dostaneme

y(t+ h) ≈ y(t) + hy′(t).

Nahrad́ıme-li funkci y′(t) funkćı f(t, y(t)) (viz diferenciálńı rovnici úlohy
(3.2)), źıskáme vztah

y(t+ h) ≈ y(t) + hf(t, y(t)). (3.3)

1Pojmenována podle francouzského matematika Augustina Louise Cauchyho (1789–
1857).

2Např́ıklad f záviśı lineárně na y, tj. f(t, y) = a(t)y+b(t), kde a a b jsou reálné funkce.
3Publikoval ji významný švýcarský matematik a fyzik Leonhard Euler (1707–1783)

v roce 1768.
4Pro jistotu připomeňme, že derivace funkce y v bodě t je definována jako

lim
h→0

y(t+h)−y(t)
h

.
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Dále zvolme
”
dostatečně malé“ pevné h > 0 a sestrojme posloupnost

t0, t1 := t0 + h, t2 := t0 + 2h, . . . , tN := t0 +Nh.

Označme pomoćı yn aproximaci hodnoty přesného řešeńı y(tn). Po dodáńı
počátečńı podmı́nky dostáváme z (3.3) rekurzivńı vztah

y0 = y(t0),
yn+1 = yn + hf(tn, yn), n = 0, 1, . . . , N − 1,

}

(3.4)

který použijeme pro numerické řešeńı Cauchyovy úlohy (3.2). Dá se ukázat,
že odhad chyby aproximace řešeńı Cauchyovy úlohy pomoćı Eulerovy metody
v bodě t1 je př́ımo úměrný druhé mocnině kroku h. Odhad chyby aproximace
řešeńı Cauchyovy úlohy v bodě tN je př́ımo úměrný kroku h. Plat́ı totiž,
že absolutńı hodnotu chyby aproximace řešeńı Cauchyovy úlohy v bodě tN
můžeme odhadnout shora výrazem

M

2K

(
eK(tN−t0) − 1

)
h (3.5)

(tento odhad je možné použ́ıt jen při splněńı podmı́nky Kh < 1), kde

K := max
t∈〈t0,tN 〉, y∈〈y0,yN 〉

∣
∣
∣
∣

∂f

∂y
(t, y)

∣
∣
∣
∣

a

M := max
t∈〈t0,tN 〉, y∈〈y0,yN 〉

∣
∣
∣
∣

(
∂f

∂t
+ f

∂f

∂y

)

(t, y)

∣
∣
∣
∣
.5

3.2 Modelováńı změny koncentrace lék̊u v kr-

vi

V této části se pokuśıme vytvořit matematický model, který popisuje, jakým
zp̊usobem se měńı koncentrace léku v krvi v závislosti na čase. Necht’ funkce
c(t) ≥ 0 udává okamžitou koncentraci látky (vhodného léku) v krvi v čase
t (v µg/mℓ). Lékařskými pokusy bylo zjǐstěno, že pokles koncentrace této
látky v krvi je př́ımo úměrný jej́ı samotné koncentraci, tj. plat́ı:

c′(t) = −kc(t), 6

5Symboly ∂f
∂y

a ∂f
∂t

označuj́ı parciálńı derivaci funkce f podle proměnné y, resp. t.
O parciálńıch derivaćıch se v́ıce dozv́ıte v kapitole 5.1.

6Uvědomme si, že koncentrace léku v krvi klesá. Proto změna koncentrace léku popsaná
funkćı c′ je záporná.

39
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kde k > 0 je konstanta.7 Tato konstanta popisuj́ıćı úbytek dané látky je
určena dvěma farmakokinetickými parametry, kterými jsou clearance (mı́ra
schopnosti organismu eliminovat látku) a distribučnı́ objem (mı́ra kapa-
city zdánlivého prostoru, který je v organismu pro tuto látku k dispozici).
Clearance budeme dále značit cℓ a jej́ı jednotky budou mℓ/min, distribučńı
objem označ́ıme vd a jeho jednotky budou ℓ. Pokud zvoĺıme jako jednotku
času hodiny, můžeme konstantu k popsat následuj́ıćı závislost́ı

k =
cℓ 60

1000

vd
.

Dále pro jednoduchost předpokládejme, že látka je distribuována do krve
intravenózńı injekćı a rozšǐruje se do krve okamžitě. Předpokládejme, že t́ımto
zp̊usobem bylo v čase t = 0 dodáno do krve takové množstv́ı látky, že jej́ı
koncentrace v krvi měla hodnotu c0. T́ım jsme źıskali jednoduchý model,
popisuj́ıćı hodnoty koncentrace látky v krvi po jej́ı intravenózńı aplikaci:

c′(t) = −kc(t),

c(0) = c0.

}

(3.6)

U léčiv je daľśım významným farmakokinetickým parametrem účinná

koncentrace. Ta udává hodnotu koncentrace či interval hodnot koncent-
raćı, při kterých látka p̊usob́ı prospěšně na organismus. Pokud známe hod-
notu výše zmı́něných farmakokinetických parametr̊u pro konkrétńı léčivo,
můžeme využ́ıt řešeńı úlohy (3.6) pro odpověd’ na otázku, jak často je třeba
lék obsahuj́ıćı tuto látku pacientovi aplikovat pro zajǐstěńı úspěšné léčby.
V následuj́ıćıch př́ıkladech předpokládáme, že pacientem je pr̊uměrná osoba
s tělesnou hmotnost́ı 70 kg. Hodnoty farmakokinetických parametr̊u pro
léčiva z těchto př́ıklad̊u byly převzaty z [6], kde se lze seznámit s oblast́ı
farmakokinetiky daleko detailněji.

Př́ıklad 1 Pro léčbu nemocného s pr̊uduškovým astmatem se použ́ıvá theo-
fylin. Jeho farmakokinetické parametry jsou:

cℓ = 48mℓ/min, vd = 35 ℓ,

účinná koncentrace se pohybuje v intervalu 〈10, 20〉µg/mℓ.

Toto léčivo muśıme pacientovi podávat v pravidelných časových intervalech
tak, aby jeho koncentrace v krvi léčené osoby nepřesáhla horńı mez účinné
koncentrace a neklesla pod jej́ı dolńı mez. Na začátku léčby byla aplikována

7Hodnota k záviśı na léku a pacientovi.
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Obrázek 3.1: Molekula theofylinu

zaváděćı dávka, která zp̊usobila, že v čase t = 0 byla koncentrace theofy-
linu v krvi c0 = 20µg/mℓ. Daľśı dávky chceme aplikovat vzhledem k pohodĺı
pacienta tak, aby interval podáváńı léku byl co největš́ı. Zjistěte, po jakém
čase T (v hodinách) je nutné lék obsahuj́ıćı theofylin znovu podat pacien-
tovi. Připomeňme, že aby byla léčba účinná, je třeba lék pacientovi podat
dř́ıve, než koncentrace theofylinu klesne pod dolńı mez účinné koncentrace.
Odhadněte chybu aproximace koncentrace léku v čase T .

Př́ıklad 2 Pro léčbu horečnatých stav̊u, bolesti hlavy, sval̊u či kloub̊u se
použ́ıvá kyselina acetylsalicylová.8 Jej́ı farmakokinetické parametry jsou:

O

O OH

O

Obrázek 3.2: Molekula kyseliny acetylsalicylové

cℓ = 650mℓ/min, vd = 11 ℓ,

účinná koncentrace se pohybuje v intervalu 〈150, 300〉µg/mℓ.

Toto léčivo muśıme pacientovi podávat v pravidelných časových intervalech
tak, aby jeho koncentrace v krvi léčené osoby nepřesáhla horńı mez účinné
koncentrace a neklesla pod jej́ı dolńı mez. Na začátku léčby byla aplikována

8Kyselina acetylsalicylová je hlavńı složkou lék̊u jako je Aspirin, Acylpirin či Anopyrin.
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zaváděćı dávka, která zp̊usobila, že v čase t = 0 byla koncentrace kyseliny ace-
tylsalicylové v krvi c0 = 300µg/mℓ. Daľśı dávky chceme aplikovat vzhledem
k pohodĺı pacienta tak, aby interval podáváńı léku byl co největš́ı. Zjistěte,
po jakém čase T (v hodinách) je nutné lék obsahuj́ıćı kyselinu acetylsalicylo-
vou znovu podat pacientovi. Aby byla léčba účinná, je třeba lék pacientovi
podat dř́ıve, než koncentrace kyseliny acetylsalicylové klesne pod dolńı mez
účinné koncentrace. Odhadněte chybu aproximace koncentrace léku v čase T .

3.3 Tak je to padělek nebo to neńı padělek

aneb jak poznat stář́ı některých
”
Vermee-

rových“ obraz̊u?

V této části se pokuśıme vytvořit matematický model, který popisuje roz-
pad atomů radioaktivńıch prvk̊u. Než se začneme zabývat tvorbou daľśıho
matematického modelu, vrát́ıme se v čase do doby krátce po konci druhé
světové války. Těsně po válce zjistila nizozemská policie, že během války
bylo prodáno několik Vermeerových9 obraz̊u německému ministrovi letectv́ı
Hermannu Göringovi. Tuto transakci zprostředkoval nizozemský maĺı̌r Han
van Meegeren. Na základě těchto zjǐstěných fakt̊u byl 29. 5. 1945 van Mee-
geren zadržen a obviněn z kolaborace s nepř́ıtelem. 12. 7. 1945 van Meege-
ren vydal prohlášeńı, že Göringovi nikdy žádný Vermeer̊uv obraz neprodal.
Naopak Göringa napálil, protože obrazy, které mu prodal, jsou podvrhy Ver-
meerových obraz̊u a sám je vytvořil.

A aby dokázal své tvrzeńı, začal jeden z
”
Vermeerových“ obraz̊u10 napo-

dobovat. Van Meegeren přizvaným znalc̊um předvedl zp̊usob, jakým vytvář́ı
barvy, jak připravuje plátno, či jak zař́ıd́ı, aby povrch malby vypadal jako
u několik set let starého obrazu. Těsně před dokončeńım podvrhu Vermeerova
obrazu se van Meegeren dozvěděl, že obviněńı z kolaborace bude nahrazeno
obviněńım z padělatelstv́ı, a tak odmı́tl tuto kopii dokončit. I tak ale většina
přizvaných odborńık̊u uznala, že obrazy prodané Göringovi jsou pravděpo-
dobně falzum a van Meegeren byl 12. 11. 1947 odsouzen za padělatelstv́ı na
rok do vězeńı, ve kterém 30. 12. 1947 na infarkt zemřel.

I přesto, že komise, která posuzovala pravost
”
Vermeerových“ obraz̊u

uznala, že to jsou pravděpodobně podvrhy vytvořené van Meegerenem, z̊u-
stávali odborńıci u některých obraz̊u, k jejichž autorstv́ı se také van Meegeren
přihlásil, na pochybách. Zejména zpochybňováńı pravosti obrazu Emauzšt́ı
učedńıci, který zakoupilo muzeum v Rotterdamu za 170 000 dolar̊u, vy-

9Jan Vermeer (1632–1675) byl nizozemský maĺı̌r.
10Konkrétně šlo o obraz Jež́ı̌s mezi znalci Pı́sma.
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volávalo velké spory. Proto se přistoupilo u tohoto obrazu v roce 1967 k me-
todě radioaktivńıho datováńı, která měla tyto pochyby rozhodnout.

Metoda radioaktivńıho datováńı využ́ıvá toho, že některé tzv. radioak-
tivńı prvky jsou nestabilńı a část jejich atomů se samovolně rozpadá na atomy
jiných prvk̊u. Experimenty bylo zjǐstěno, že rychlost rozpadu atomů radioak-
tivńıch prvk̊u je př́ımo úměrná počtu těchto atomů. Pokud funkci udávaj́ıćı
počet atomů radioaktivńıho prvku v čase t v gramu látky označ́ıme jako
N(t), pak výše zmı́něnou závislost můžeme popsat diferenciálńı rovnićı

N ′(t) = −λN(t), 11 (3.7)

kde λ je konstanta, která popisuje rychlost rozpadu atomů daného radioak-
tivńıho prvku. Tato konstanta je dána pro každý radioaktivńı prvek t́ımto
vztahem

λ =
ln 2

poločas rozpadu prvku v roćıch
.

Čas t v našem modelu budeme měřit v roćıch a jednotkou konstanty λ je
rok−1.

Metoda radioaktivńıho datováńı je založena na jednoduchém pozorováńı.
Pokud bychom věděli, kolik atomů radioaktivńıho prvku měla látka v jed-
nom svém gramu při svém vzniku (tzn. známe hodnotu N0, pro kterou plat́ı
N(0) = N0), a znali bychom také aktuálńı počet těchto atomů v gramu látky,
mohli bychom řešeńım úlohy

N ′(t) = −λN(t),

N(0) = N0

}

(3.8)

zjistit, jak je tato látka stará.
Než se začneme zabývat datováńım

”
Vermeerových“ obraz̊u, uvědomme

si, že všechny horniny na Zemi obsahuj́ı malé množstv́ı radioaktivńıho uranu,
který se rozpadá na atomy daľśıho prvku. Tyto atomy se opět samovolně měńı
na daľśı atomy atd. Viz obr. 3.3 (časy u šipek udávaj́ı poločasy rozpadu12

jednotlivých radioaktivńıch prvk̊u).
Dále je známo, že olovnatá běloba použ́ıvaná na malbách obsahuje oxid

olovnatý, který obsahuje malé množstv́ı olova-210 a ještě menš́ı množstv́ı
radia-226. V okamžiku, kdy je barva obsahuj́ıćı oxid olovnatý vyrobena,
začnou se atomy olova-210 velmi rychle rozpadat s poločasem rozpadu 22

11Uvědomme si, že počet atomů radioktivného prvk̊u klesá v d̊usledku jejich samo-
volného rozpadu. Proto je změna počtu atomů popsaná funkćı N ′ záporná.

12Poločas rozpadu je doba, za kterou počet atomových jader ve vzorku klesne na polo-
vinu.
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Uran - 238

Thorium - 234

Protaktinium - 234

4.5 miliardy 

let

24 dní

1.2 minuty

250 tisíc let

80 tisíc let

1 600 let

3.8 dne

3 minuty

Uran - 234

Thorium - 230

Radium - 226

Radon - 222

Polonium - 218

Olovo - 214 27 minut

20 minut

necelá 

sekunda

22 let

5 dní

138 dníBismut - 214

Polonium - 214

Olovo - 210

Bismut - 210

Polonium - 210

Olovo - 206

Obrázek 3.3: Uranová rozpadová řada

let a množstv́ı olova-210 v této barvě klesá. Na druhé straně vzniká malé
množstv́ı olova-210 rozpadem radia-226 (a prvk̊u, které následuj́ı v rozpadové
řadě za ńım). Tento proces můžeme popsat následuj́ıćı počátečńı úlohou

N ′(t) = −λN(t) + r(t),

N(0) = N0,

}

(3.9)

kde N(t) je funkce udávaj́ıćı počet atomů olova-210 v čase t v gramu látky,
r(t) je funkce udávaj́ıćı počet atomů olova-210, které vzniknou v čase t
v gramu oxidu olovnatého za rok.

Protože poločas rozpadu radia-226 je 1600 let a metodu radioaktivńıho
datováńı chceme použ́ıt pro rozpoznáńı stář́ı obraz̊u, které měly v roce 1967
přibližně bud’ 300 let nebo 20 let, můžeme funkci r(t) považovat za kon-
stantńı. Pak r(t) = r = konst. a úlohu (3.9) můžeme nahradit počátečńı
úlohou

N ′(t) = −λN(t) + r,

N(0) = N0.

}

(3.10)

Mnohem v́ıce podrobnost́ı o metodě radioaktivńıho datováńı může čtenář
nalézt v [2].

Také v př́ıpadě úlohy (3.10) jsme schopni, pokud známe počet atomů
olova-210 v gramu oxidu olovnatého v době výroby olovnaté běloby, určit
stář́ı obrazu, na kterém je tato barva použita. K řešeńı této úlohy můžeme
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opět použ́ıt Eulerovu metodu, se kterou jste se seznámili v kapitole 3.1. V naš́ı
úloze počet atomů olova-210 v gramu oxidu olovnatého v době výroby barvy
bohužel neznáme. I přesto jsme schopni rozlǐsit obraz, jehož stář́ı je 300 let,
od obrazu, který má 20 let. Je totiž známo, jaké bývaj́ı koncentrace radioak-
tivńıho olova-210 v rudách, ze kterých se vyráb́ı oxid olovnatý. Je naprosto
nemožné, aby počet atomů olova-210 v gramu rudy, ze které se oxid olovnatý
vyrobil přesáhl počet 5 · 1011. Proto můžeme zjistit, pokud známe potřebné
parametry, zda je možné, aby bylo stář́ı obrazu 300 let.

Př́ıklad 1 Určete, zda je možné,13 aby byl obraz Emauzšt́ı učedńıci opravdu
starý 300 let a byl tedy pravý, pokud bylo měřeńım zjǐstěno, že v čase měřeńı
t (tzn. v roce 1967) plat́ı

N(t) = 1,42 · 108, r = 420480.

Odhadněte chybu aproximace N(t) v čase vytvořeńı obrazu.

Př́ıklad 2 Určete, zda je možné, aby byl obraz Krajkářka opravdu starý 300
let a byl tedy pravý, pokud bylo měřeńım zjǐstěno, že v čase měřeńı t (tzn.
v roce 1967) plat́ı

N(t) = 0,25 · 108, r = 735840.

Odhadněte chybu aproximace N(t) v čase vytvořeńı obrazu.

Obrázek 3.4: Obrazy Emauzšt́ı učedńıci a Krajkářka

13V tomto i v následuj́ıćım př́ıkladě nám může pomoci, pokud pro řešeńı použijeme

tzv. zpětnou diferenci y′(t) ≈ y(t)−y(t−h)
h

, kde h je
”
malé“ a kladné.
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3.4 Populačńı modely

Nyńı se pokuśıme o odhad vývoje počtu obyvatel. K tomu se potřebujeme
naučit pracovat s jednoduchými populačńımi modely. Necht’ y(t) označuje
velikost populace v čase t a y0 popisuje velikost populace v čase t0. Necht’

p je kladná konstanta, která udává př́ır̊ustek populace. Pak jednoduchý mo-
del vývoje populace nám poskytne následuj́ıćı populačńı rovnice s počátečńı
podmı́nkou

y′(t) = py(t),

y(t0) = y0.

}

(3.11)

Řešeńı úlohy (3.11) poměrně dobře aproximuje vývoj populace, která má
dostatečně velké zásoby potravy a daľśıch zdroj̊u a může neomezeně r̊ust.
Lepš́ı model dává následuj́ıćı populačńı rovnice s počátečńı podmı́nkou, ve
které se nav́ıc objevuje člen qy2(t) (q je kladná konstanta)

y′(t) = py(t)− qy2(t),

y(t0) = y0.

}

(3.12)

Řešeńı úlohy (3.12) dobře aproximuje vývoj populace, která už je dostatečně
velká, má omezené zásoby potravy i daľśıch zdroj̊u a mezi členy populace
docháźı k soupeřeńı o tyto zdroje (to popisuje člen −qy2(t)).

Př́ıklad 1 Použijte populačńı rovnici s počátečńı podmı́nkou (3.12) k mode-
lováńı vývoje počtu obyvatel USA v letech 1790–1950. Konstanty p, q byly
odhadnuty takto: p = 0,03134, q = 1,5887 · 10−10. Čas t je v roćıch. Nav́ıc
v́ıte, že počet obyvatel v USA v roce 1790 byl 3 929 000. Spoč́ıtané hodnoty
můžete porovnat se skutečnými hodnotami v následuj́ıćı tabulce. Odhadněte
chybu aproximace počtu obyvatel USA v roce 1950.

Rok Počet obyvatel
1790 3 929 000
1800 5 308 000
1850 23 192 000
1900 75 995 000
1950 150 697 000

Tabulka 3.1: Populace USA v letech 1790–1950
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3.5 Změna teploty tělesa

Nastal čas na šálek kávy. Čerstvě uvařená káva má teplotu Tk a je ochlazovaná
vzduchem v mı́stnosti o konstantńı teplotě Tv. Je rozumné modelovat teplotu

kávy jako funkci Tk(t), která se měńı14 př́ımo úměrně rozd́ılu teploty vzduchu
a kávy s koeficientem k > 0. Necht’ teplota kávy v čase t0 je dána hodnotou
Tk0. Dostáváme tedy následuj́ıćı model:

T ′
k(t) = k(Tv − Tk(t)),

Tk(t0) = Tk0.

}

(3.13)

Př́ıklad 1 Použijte řešeńı úlohy (3.13) k modelováńı ochlazováńı kávy, která
měla v čase t0 = 0 teplotu 100◦C. Teplota vzduchu má hodnotu Tv = 20◦C
a konstanta k = 0,04. Čas t je v minutách. Zjistěte, za jak dlouho se káva
ochlad́ı na teplotu nižš́ı než 50◦C. Odhadněte chybu aproximace řešeńı úlohy
(3.13) v čase, kdy se káva ochlad́ı na požadovanou teplotu.

3.6 RC obvod

V této kapitole vytvoř́ıme matematický model, který popisuje, jakým zp̊u-
sobem se měńı náboj v jednoduchém obvodu s rezistorem a kondenzátorem
v závislosti na čase. Uvažujme nyńı elektrický obvod, ve kterém je sériově
zapojen rezistor a kondenzátor. V obvodu je také v sérii zapojen elektrický
zdroj, který do śıtě dodává elektromotorické napět́ı. Schéma obvodu je na
obr. 3.5. Nyńı vytvořme jednoduchý model, který poṕı̌se hodnotu elektrického
náboje q v obvodu v závislosti na čase t. Odpor rezistoru označme R a kapa-
citu kondenzátoru popǐsme parametrem C. Elektrický zdroj dodává do ob-
vodu elektromotorické napět́ı E(t) (často E(t) = A sin (ωt), kde ω,A ∈ R).

14Tuto změnu matematicky popisuje derivace funkce Tk(t).
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~

i
R

C

Obrázek 3.5: Schéma elektrického obvodu

Matematicky lze uvedený systém popsat následuj́ıćı Cauchyovou úlohou

Rq′(t) + 1
C
q(t) = E(t),

q(t0) = q0,

}

(3.14)

kde q0 označuje počátečńı hodnotu elektrického náboje. Protože elektrický
proud i v čase t je definován jako okamžitá změna náboje q a tento vztah
můžeme matematicky zapsat jako i(t) = q′(t), lze derivováńım diferenciálńı
rovnice v (3.14) snadno źıskat rovnici pro hodnotu elektrického proudu i
procházej́ıćıho obvodem v závislosti na čase t:

Ri′(t) + 1
C
i(t) = E ′(t).

Př́ıklad 1 Pomoćı úlohy (3.14) poṕı̌seme náboj v elektrickém obvodu, ve
kterém je sériově zapojen rezistor s odporem R = 2 Ω, kondenzátor s ka-
pacitou C = 1 F a elektrický zdroj, který do śıtě dodává elektromotorické
napět́ı E(t) = 10 V. Hodnota elektrického náboje je na počátku nulová,
tj. q(0) = 0 C. Pomoćı Eulerovy metody aproximujte chováńı elektrického
náboje v časovém intervalu 〈0, 10〉 s. Odhadněte chybu aproximace elek-
trického náboje v čase t = 10 s.

Př́ıklad 2 Uvažujme obvod bez elektrického zdroje se sériově zapojeným re-
zistorem a kondenzátorem (se stejnými parametry jako v předchoźım př́ıkla-
dě). Kondenzátor je na počátku nabit nábojem o hodnotě 10 C, tj. q(0) = 10
C. S využit́ım modelu (3.14) aproximujte pomoćı Eulerovy metody chováńı
elektrického náboje v časovém intervalu 〈0, 10〉 s. Odhadněte chybu aproxi-
mace elektrického náboje v čase t = 10 s.
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3.7 Matematické kyvadlo

V této části vytvoř́ıme matematický model, který popisuje pohyb matematic-
kého kyvadla v závislosti na čase. Abychom mohli takovýto model sestrojit,
potřebujeme pracovat se speciálńım typem rovnice – s tzv. diferenciálńı rov-
nićı druhého řádu. Nav́ıc si pov́ıme, jak lze diferenciálńı rovnici druhého řádu
numericky řešit.

Pro práci s daľśımi typy diferenciálńıch rovnic si zaved’me pojem vekto-
rové funkce. Vektorovou funkcı́ n reálných proměnných o m složkách

nazýváme každé zobrazeńı z R
n do R

m, m,n ∈ N. Vektorová funkce f =
(f1, . . . , fm) n reálných proměnných o m složkách je tedy předpis, který
každému

x = [x1, x2, . . . , xn] ∈ Df ⊂ R
n

přǐrad́ı jednoznačně hodnotu

f(x) = [f1(x1, x2, . . . , xn), f2(x1, x2, . . . , xn), . . . , fm(x1, x2, . . . , xn)] ∈ Hf ⊂ R
m,

kde fi : R
n 7→ R pro i = 1, . . . , m. Skutečnost, že f je vektorovou funkćı n

reálných proměnných, zapisujeme pomoćı

f : Rn 7→ R
m.

Soustava diferenciálńıch rovnic 1. řádu

V př́ıpadě, že v rovnici (3.1) jsou funkce y = (y1, . . . , yn) a f = (f1, . . . , fn)
vektorové, tzn., že y : (a, b) 7→ R

n a f : R
n+1 7→ R

n, pak můžeme tuto rovnici
přepsat do tvaru

y′1(t) = f1(t, y1(t), y2(t), . . . , yn(t)),

y′2(t) = f2(t, y1(t), y2(t), . . . , yn(t)),
...

y′n(t) = fn(t, y1(t), y2(t), . . . , yn(t)),







(3.15)

který nazýváme soustavou obyčejných diferenciálnı́ch rovnic 1. řá-

du. Pokud má nav́ıc systém (3.15) splňovat počátečńı podmı́nky

y(t0) = [y10, . . . , yn0] ∈ R
n,

tzn.
y1(t0) = y10, y2(t0) = y20, . . . , yn(t0) = yn0,

nazveme takovou úlohu opět Cauchyovou úlohou. K źıskáńı přibližného řešeńı
takové úlohy lze použ́ıt rekurzivńı vztah (3.4), kde y0, y1, . . . , yk, . . . jsou
n-rozměrné vektory a f : R

n+1 7→ R
n je vektorová funkce.
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Obyčejná diferenciálńı rovnice n-tého řádu

Obyčejnou diferenciálnı́ rovnicı́ n-tého řádu (v explicitnı́m

tvaru) rozumı́me rovnici tvaru

y(n)(t) = f
(
t, y(t), y′(t), . . . , y(n−1)(t)

)
, (3.16)

kde f : R
n+1 7→ R je zadaná funkce. Pokud k rovnici (3.16) přidáme n

počátečńıch podmı́nek

y(t0) = y0, y′(t0) = y1, . . . , y(n−1)(t0) = yn−1,

(yk ∈ R pro k = 0, . . . , n − 1, t0 ∈ R), źıskáme Cauchyovu úlohu pro di-
ferenciálńı rovnici n-tého řádu. Tuto úlohu můžeme s využit́ım substituce
z1(t) = y′(t), z2(t) = y′′(t), . . . , zn−1(t) = y(n−1)(t) přepsat na systém

y′(t) = z1(t),

z′1(t) = z2(t),
...

z′n−2(t) = zn−1(t),

z′n−1(t) = f (t, y(t), z1(t), . . . , zn−1(t))







(3.17)

s počátečńımi podmı́nkami

y(t0) = y0, z1(t0) = y1, . . . , zn−1(t0) = yn−1.

Matematické kyvadlo

Nyńı sestavme obyčejnou diferenciálńı rovnici pro popis matematického
kyvadla. Zabývejme se zkoumáńım chováńı hmotného bodu zavěšeného na
tenkém, pevném a nepr̊utažném vláknu zanedbatelné hmotnosti, zanedbává
se odpor vzduchu při pohybu kyvadla i třeńı v závěsu a gravitačńı pole se
považuje za homogenńı. T́ıhové zrychleńı p̊usobené t́ımto polem označ́ıme g.
Délka vlákna je ℓ, hmotný bod zavěšený na vláknu má hmotnost m. Náčrtek
kyvadla je na obr. 3.6.

Vytvořme matematický model kyvadla popisuj́ıćı jeho výchylku y od rov-
novážné polohy v závislosti na čase t. Výchylku y budeme měřit v radiá-
nech. S využit́ım Newtonova zákona15 lze uvedený systém po určitém zjed-

15Přesněji druhého Newtonova pohybového zákona, který je matematicky vyjádřen
vztahem F = ma.
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y

ℓ

mg sin y

mg

Obrázek 3.6: Matematické kyvadlo

nodušeńı16 popsat následuj́ıćı Cauchyovou úlohou

y′′(t) = (−g/ℓ) y(t),

y(t0) = y0, y
′(t0) = dy0,

}

(3.18)

kde y0 ∈ R označuje počátečńı výchylku závaž́ı (v radiánech) a dy0 ∈ R znač́ı
počátečńı (úhlovou) rychlost závaž́ı.

Obdobně jako rovnici (3.16) můžeme pomoćı substituce přepsat na sou-
stavu (3.17), lze s využit́ım substituce z(t) = y′(t) transformovat úlohu (3.18)
na následuj́ıćı systém:

y′(t) = z(t),

z′(t) = (−g/ℓ) y(t),

y(t0) = y0, z(t0) = dy0.







(3.19)

K přibližnému řešeńı této soustavy můžeme využ́ıt dř́ıve uvedenou Eule-
rovu metodu, tj. vektorový tvar formule (3.4).

Př́ıklad 1 Pomoćı úlohy (3.19) poṕı̌seme kyvadlo, jehož délka je ℓ = 1 m
a t́ıhové zrychleńı g považujme rovné 10 m/s−2. Výchylka kyvadla je na
počátku rovna 0,1 (tj. y(0) = 0,1 rad) a počátečńı úhlová rychlost kyvadla

16Toto zjednodušeńı spoč́ıvá v aproximaci y ≈ sin y pro
”
malé“ y.
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je nulová (tj. z(0) = 0 rad/s). Pomoćı Eulerovy metody aproximujte pohyb
kyvadla v časovém intervalu 〈0, 10〉 s. Odhadněte chybu aproximace výchylky
kyvadla v čase t = 10 s.

Př́ıklad 2 Uvažujme opět matematické kyvadlo (se stejnými parametry
a stejným modelem jako v předchoźım cvičeńı). Výchylka kyvadla je na
počátku nulová (tj. y(0) = 0 rad) a počátečńı úhlová rychlost kyvadla je
rovna 1 (tj. z(0) = 1 rad/s). Pomoćı Eulerovy metody aproximujte pohyb
kyvadla v časovém intervalu 〈0, 10〉 s. Odhadněte chybu aproximace výchylky
kyvadla v čase t = 10 s.
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Kapitola 4

Okrajové úlohy

4.1 Jednorozměrné (1D) okrajové úlohy a 1D

metoda śıt́ı

V této kapitole si ukážeme jednu z numerických metod pro přibližné řešeńı
1D okrajových úloh, a to tzv. metodu sı́tı́. Okrajové úlohy v jedné dimenzi
sestávaj́ı z př́ıslušné diferenciálńı rovnice předepsané na daném otevřeném in-
tervalu a dále z okrajových podmı́nek předepsaných v krajńıch bodech tohoto
intervalu. V daľśım výkladu se omeźıme pouze na tzv. Dirichletovu okrajovou
úlohu 2. řádu, kdy nejvyšš́ı řád derivace vyskytuj́ıćı se v diferenciálńı rovnici
je roven dvěma a okrajové podmı́nky jsou předepsány ve tvaru hodnoty hle-
daného řešeńı v krajńıch bodech intervalu.

1D Dirichletova úloha

At’ k a ℓ jsou libovolné kladné reálné konstanty a f je reálná spojitá
funkce. Uvažujme následuj́ıćı Dirichletovu1 úlohu: najděte funkci u takovou,
že

−k u′′(x) = f(x) pro x ∈ (0, ℓ),

u(0) = u(ℓ) = 0.

}

(4.1)

Řešeńı u tohoto problému si lze představit jako průhyb struny délky ℓ,
která je uchycena na obou konćıch a na ńıž př́ıčně p̊usob́ı śıla s hustotou f .
Konstanta k souviśı s tuhost́ı struny. Takovouto intepretaci úlohy (4.1) si
můžeme prohlédnout na obr. 4.1.

1Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805–1859) – významný německý matematik
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f

u

ℓ

Obrázek 4.1: Pr̊uhyb př́ıčně zat́ıžené a na obou konćıch uchycené struny

Metoda śıt́ı pro Dirichletovu úlohu (4.1)

Na intervalu (0, ℓ) zvoĺıme pravidelnou śıt’ uzl̊u x0, x1, . . . , xn−1, xn,
n ∈ N, viz obr. 4.2. Vzdálenost dvou sousedńıch uzl̊u vyjádř́ıme č́ıslem
h = ℓ/n. Označ́ıme si dále fi = f(xi) pro i = 1, . . . , n− 1.

x0 x1 x2 x3 xn−2 xn−1 xn
. . .

h

ℓ

Obrázek 4.2: Pravidelná śıt’ uzl̊u na struně délky ℓ

Nyńı se budeme snažit aproximovat hodnoty funkce u v daných uzlech,
tj. budou nás zaj́ımat č́ısla ui ≈ u(xi):

a) počátečńı uzel: u0 = 0,

b) vnitřńı uzly: derivaci druhého řádu vyskytuj́ıćı se v diferenciálńı rovnici
nahrad́ıme diferenčnı́mi podı́ly2

u′′(xi) ≈
u′(xi + h

2
)− u′(xi − h

2
)

h
≈

u(xi+h)−u(xi)
h

− u(xi)−u(xi−h)
h

h
=

=
u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)

h2
;

2V Eulerově metodě jsme na str. 38 použili k nahrazeńı derivace tzv. dopředné dife-
rence. Zde použijeme tzv. centrálnı́ diferenci:

u′(x) ≈ u
(
x+ h

2

)
− u

(
x− h

2

)

h
,

přičemž centrálńı diference použijeme pro nahrazeńı druhé i prvńı derivace funkce u
v daných uzlech. Výsledná aproximace u′′(xi) pomoćı diferenčńıch pod́ıl̊u je př́ımo ú-
měrná h2.
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rovnosti −ku′′(xi) = f(xi) tak nahrad́ıme systémem rovnic

k

h2
[−ui+1 + 2ui − ui−1] = fi, i = 1, 2, . . . , n− 1,

c) koncový uzel: un = 0.

Dostáváme tak soustavu n− 1 lineárńıch algebraických rovnic o n− 1
neznámých, kterou si můžeme maticově zapsat takto:

k

h2










2 −1 0 · · · 0
−1 2 −1 0

...
. . .

. . .
. . .

...
0 −1 2 −1
0 · · · 0 −1 2










︸ ︷︷ ︸

=:K










u1

u2
...

un−2

un−1










︸ ︷︷ ︸

=: u

=










f1
f2
...

fn−2

fn−1










︸ ︷︷ ︸

=: f

,

zkráceně pak
Ku = f.

Matice K se často nazývá maticı́ tuhosti. Všimněme si také, že mati-
ce K je tř́ıdiagonálńı.3 Poznamenejme ještě, že jelikož metoda śıt́ı využ́ıvá
vždy k nahrazeńı derivaćı vhodné diferenčńı pod́ıly, ř́ıká se j́ı také často
metoda konečných diferencı́.

Analytické řešeńı úlohy (4.1) pro konstantńı f

Předpokládejme, že f(x) := c ∈ R pro všechna x ∈ (0, ℓ) a že u je řešeńım
úlohy (4.1). Pak pro všechna x ∈ (0, ℓ) plat́ı:

−ku′′(x) = c,

u′′(x) = − c

k
,

u′(x) =

∫

− c

k
dx = − c

k
x+ a, a ∈ R,

u(x) =

∫

− c

k
x+ a dx = − c

2k
x2 + ax+ b, a, b ∈ R.

Nyńı vezměme v úvahu okrajové podmı́nky a najděme hodnoty konstant a

3Tř́ıdiagonálńı matice má nenulové prvky pouze na hlavńı diagonále, prvńı diagonále
pod hlavńı diagonálou a prvńı diagonále nad hlavńı diagonálou.
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a b.

u(0) = 0 : 0 = − c

2k
· 02 + a · 0 + b ⇒ b = 0

u(ℓ) = 0 : 0 = − c

2k
· ℓ2 + a · ℓ ⇒ a =

c

2k
ℓ

Źıskali jsme analytické řešeńı Dirichletovy úlohy (4.1) ve tvaru

u(x) =
c

2k
x(ℓ− x) pro x ∈ 〈0, ℓ〉,

viz obr. 4.3.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−0.1

0

x

y

u(x) = 1
2
x(x− 1)

Obrázek 4.3: Analytické řešeńı úlohy (4.1) pro volbu c = −1, k = 1 a ℓ = 1

Př́ıklad 1 Naimplementujte metodu śıt́ı pro modelováńı pr̊uhybu struny o
tuhosti k a délce ℓ, která je uchycená na obou konćıch a zat́ıžená př́ıčně silou
s konstantńı hustotou c. Své výsledky źıskané pomoćı metody śıt́ı můžete
srovnat se známým analytickým řešeńım.

Př́ıklad 2 Svou implementaci metody śıt́ı z předchoźıho př́ıkladu jednoduše
modifikujte pro př́ıpad nekonstantńıho zat́ıžeńı s hustotou f(x) := (x −
1/3)2 − 1. Vyzkoušejte si, jak implementace funguje např́ıklad pro volby
k = 2, ℓ = 2 a n = 300.

Př́ıklad 3 Uvažujte strunu délky ℓ = 2, která je uchycená na obou konćıch a
pod ńıž se ve vzdálenosti d = 0,2 nacháźı rovinná překážka. S přesnost́ı 10−1

určete nejmenš́ı možnou tuhost struny4 tak, aby při př́ıčném zat́ıžeńı silou
o hustotě f(x) := (x− 1/3)2 − 1 nedošlo ke kontaktu s překážkou. K řešeńı
použijte metodu śıt́ı, přičemž budete volit n = 300.

4Určete tedy nejmenš́ı možnou hodnotu koeficientu k.
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Kapitola 5

Optimalizačńı úlohy

5.1 Několik definic na úvod: gradient, Hessi-

án

Než se začneme věnovat optimalizačńım úlohám, seznámı́me se s některými
pojmy matematické analýzy funkćı v́ıce proměnných.

Nejprve si zavedeme gradient a Hessián pro funkci v́ıce proměnných. Bud’

f : R
n 7→ R,1 x ∈ R

n je vnitřńı bod Df a k ∈ {1, 2, . . . , n}. Má-li funkce
gk : R 7→ R definovaná

gk(t) := g(x1, x2, . . . , xk−1, t, xk+1, . . . , xn)

vlastńı derivaci v bodě xk, nazýváme ji parciálnı́ derivacı́ funkce f
podle k-té proměnné v bodě x a znač́ıme ji

∂f(x)

∂xk

(

tj.
∂f(x)

∂xk
:= g′k(xk)

)

.

Poznamenejme, že podobně můžeme definovat parciálńı derivace vyšš́ıch
řád̊u.

Bud’ f : R
n 7→ R funkce, která má v bodě x spojité všechny parciálńı

derivace prvńıho řádu. Vektor

∇f(x) :=

[
∂f(x)

∂x1

,
∂f(x)

∂x2

, . . . ,
∂f(x)

∂xn

]

nazýváme gradient funkce f v bodě x.

1Takové funkci ř́ıkáme reálná funkce vı́ce reálných proměnných.
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Optimalizačńı úlohy

Bud’ f : R
n 7→ R funkce, která má v bodě x spojité všechny parciálńı

derivace druhého řádu. Matici

∇2f(x) :=









∂2f(x)
∂x2

1

∂2f(x)
∂x1∂x2

. . . ∂2f(x)
∂x1∂xn

∂2f(x)
∂x2∂x1

∂2f(x)

∂x2
2

. . . ∂2f(x)
∂x2∂xn

...
...

. . .
...

∂2f(x)
∂xn∂x1

∂2f(x)
∂xn∂x2

. . . ∂2f(x)
∂x2

n









nazýváme Hessiánem nebo Hessovou maticı́ funkce f v bodě x.

5.2 Rovnovážná poloha tělesa

Nyńı se seznámı́me s tzv. optimalizačńımi úlohami, ukážeme si jejich prak-
tickou aplikaci a také jak je lze numericky řešit. Mnohem v́ıce mohou čtenáři
nalézt v textu [4].

Optimalizačńı úlohy vznikaj́ı často při řešeńı praktických úloh. Matema-
ticky jsou tyto úlohy obvykle formulovány jako problémy hledáńı extrémů
cenové funkce, což je funkce f : Rn 7→ R. Extrémy cenové funkce často
hledáme na přı́pustné množině Ω ⊂ Df . Jelikož bod, v němž funkce f
nabývá svého minima, je stejný jako bod, v němž funkce −f nabývá svého
maxima, můžeme za obecnou úlohu optimalizace považovat problém naj́ıt
x ∈ Ω tak, aby platilo

f(x) ≤ f(x), x ∈ Ω.2 (5.1)

Pokud je Ω = Df , mluv́ıme o optimalizaci bez omezenı́. Pokud pro
Ω plat́ı Ω ⊂ Df a Ω 6= Df , mluv́ıme o optimalizaci s omezenı́m.

Př́ıkladem optimalizačńı úlohy bez omezeńı je např́ıklad problém nale-
zeńı rovnovážné polohy kuličky o hmotnosti m volně zavěšené na pružině.
Př́ıkladem optimalizačńı úlohy s omezeńım je např́ıklad problém nalezeńı
rovnovážné polohy kuličky o hmotnosti m zavěšené na pružině, která viśı
nad překážkou. Uvažujme, že pružina je uchycena v obou př́ıpadech v bodě
[0, 0]. Tyto problémy můžeme vyjádřit jako minimalizaci funkce potenciálńı
energie tohoto systému. V prvńım př́ıpadě je Ω = R

2, v druhém př́ıpadě
př́ıpustná množina Ω popisuje oblast, ve které se kulička může pohybovat a
která lež́ı mimo překážku. Tyto úlohy pak zaṕı̌seme jako úlohu naj́ıt x ∈ Ω
tak, aby platila nerovnost (5.1), kde f(x) = x2

1 + x2
2 +mx2 a Ω = R

2 nebo
Ω = {x ∈ R

2 : x1 + x2 + 1 ≥ 0, −x1 + x2 + 3 ≥ 0} (pro druhou úlohu viz
obr. 5.1).

2Tuto úlohu můžeme zadat také takto:
”
Řešte úlohu min

x∈Ω
f(x).“
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−x1 − 1 x1 − 3−1
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Obrázek 5.1: Př́ıklad rovnovážného stavu kuličky na pružině (úloha s ome-
zeńım)

Odkazy na obecně formulované optimalizačńı úlohy najdeme již ve sta-
rověku. Patř́ı mezi ně i Dı́donina3 úloha. Dı́dó údajně dostala po přistáńı
na africkém pobřež́ı od mı́stńıho vládce k̊uži z jednoho býka. Se svým do-
provodem měla právo usadit se na pozemku, který lze ohraničit touto k̊už́ı.
Kůži rozřezala na úzké proužky a pomoćı nich ohraničili územı́, na kterém
založila město Kartágo. Snaha źıskat co největš́ı pozemek vede na problém
naj́ıt spojitou křivku dané délky, která ohraničuje co největš́ı plochu.

Dále se budeme zabývat numerickým řešeńım optimalizačńıch úloh.

Metody řešeńı úloh bez omezeńı

Pro úlohu (5.1) existuje řada př́ıstup̊u, jak ji numericky řešit. Pro
”
pěkné“

funkce je velmi efektivńı Newtonova metoda. Než se začneme věnovat odvo-
zeńı Newtonovy metody pro řešeńı optimalizačńı úlohy (5.1), odvod́ıme si
iteračńı metodu pro hledáńı řešeńı rovnice. Tato metoda se také nazývá New-
tonova. Připomeňme, že jsme již tuto metodu odvodili v kapitole 1.5. Tam
jsme ale pro odvozeńı použili metodu prostých iteraćı. Nyńı předpokládejme,
že v k-tém kroce iteračńı metody máme bod aproximuj́ıćı řešeńı x∗ rovnice
f(x) = 0. Tento bod označ́ıme xk. Dále předpokládejme, že známe funkčńı
hodnotu funkce f v bodě xk a derivaci funkce f v bodě xk. Nyńı chceme učinit
(k+1)-ńı krok metody a nalézt bod xk+1, který ”

lépe“ aproximuje řešeńı
rovnice f(x) = 0. Využit́ım vlastnosti derivace dostaneme z pravoúhlého
trojúhelńıku v obr. 5.2 následuj́ıćı vztah

3Dle legendy byla Dı́dó fénická princezna, sestra krále Pygmalióna a zakladatelka
starověkého Kartága.
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x1

x2

f(x)

xkxk+1

α

x∗

tgα = f ′(xk)

Obrázek 5.2: Newtonova metoda

f ′(xk) =
f(xk)

xk − xk+1
. (5.2)

Rovnici (5.2) snadno uprav́ıme do tvaru

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
. (5.3)

T́ım dostáváme předpis, jehož opakovaným použit́ım dostáváme zpřesňuj́ıćı
se aproximaci řešeńı x∗ rovnice f(x) = 0. Pomoćı tohoto předpisu źıskáme
následuj́ıćı algoritmus pro iteračńı řešeńı rovnice f(x) = 0.

Algoritmus (Newtonova metoda (pro řešenı́ rovnice s jednou nezná-

mou))

1. ε > 0 (ukončuj́ıćı podmı́nka)
x0 (počátečńı bod iteračńıho procesu)
k = 0
x1 = x0 − f(x0)/f

′(x0)
2. while |xk+1 − xk| ≥ ε (|f(xk+1)| ≥ ε)

k = k + 1
xk+1 = xk − f(xk)/f

′(xk)
end

3. xk+1 aproximuje řešeńı rovnice f(x) = 0

Nyńı využijeme předpisu (5.3) pro hledáńı extrému funkce f . Protože pro
funkce f , které maj́ı v celém svém definičńım oboru derivaci, plat́ı, že extrémy
této funkce jsou uvnitř definičńıho oboru v bodech splňuj́ıćıch f ′(x) = 0,4

4Této podmı́nce ř́ıkáme nutná podmı́nka existence lokálńıho extrému.

60



budeme numericky hledat řešeńı rovnice f ′(x) = 0. Použit́ım předpisu (5.3)
obdrž́ıme

xk+1 = xk −
f ′(xk)

f ′′(xk)
. (5.4)

Pokud bude funkce f nav́ıc konvexńı v celém svém definičńım oboru, pak
uvedený postup nalezne minimum funkce. Vše shrneme do následuj́ıćıho al-
goritmu.

Algoritmus (Newtonova metoda (pro minimalizaci funkce jedné pro-

měnné))

1. ε > 0 (ukončuj́ıćı podmı́nka)
x0 (počátečńı bod iteračńıho procesu)
k = 0
x1 = x0 − f ′(x0)/f

′′(x0)
2. while |xk+1 − xk| ≥ ε (|f ′(xk+1)| ≥ ε)

k = k + 1
xk+1 = xk − f ′(xk)/f

′′(xk)
end

3. xk+1 aproximuje minimum funkce f(x)

Zobecněńım předpisu (5.4) pro funkce v́ıce proměnných źıskáme metodu
pro minimalizaci funkce v́ıce proměnných. Zobecněńım prvńı derivace je vek-
tor všech prvńıch parciálńıch derivaćı, který nazýváme gradient (označujeme
jej, jak jsme již uvedli v úvodu této kapitoly, jako ∇f(x)). Zobecněńım druhé
derivace je matice všech druhých parciálńıch derivaćı, kterou nazýváme He-
ssova matice nebo Hessián (znač́ıme jej ∇2f(x)). Absolutńı hodnotu |x| zo-
becńıme na velikost vektoru ‖x‖ :=

√

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n. Vše opět přeṕı̌seme

do algoritmu.
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Algoritmus (Newtonova metoda (pro minimalizaci funkce vı́ce pro-

měnných))

1. ε > 0 (ukončuj́ıćı podmı́nka)
x0 (počátečńı bod iteračńıho procesu)
k = 0

x1 = x0 − (∇2f(x0))
−1 · ∇f(x0)

2. while ‖xk+1 − xk‖ ≥ ε (‖∇f(xk+1)‖ ≥ ε)
k = k + 1

xk+1 = xk − (∇2f(xk))
−1 · ∇f(xk)

end
3. xk+1 aproximuje minimum funkce f(x)

Poznamenejme, že (∇2f(xk))
−1

znač́ı inverzńı matici k matici ∇2f(xk).

Metody řešeńı úloh s omezeńımi

Velmi jednoduchá metoda převedeńı úlohy s omezeńım na úlohu bez
omezeńı spoč́ıvá v zahrnut́ı nerovnostńıch podmı́nek obsažených v popisu
př́ıpustné množiny Ω do cenové funkce tak, že k ńı přičteme vhodný člen,
který penalizuje porušeńı nerovnostńıch podmı́nek. Tuto metodu nazýváme
metodou kvadratické penalty a použijeme ji pro úlohu s omezeńım, která
je ve tvaru

min
x∈Ω

f(x), Ω = {x ∈ R
n : g(x) ≤ o} , (5.5)

kde g je vektorová funkce5 a o označuje nulový vektor [0, . . . , 0]. Metoda
kvadratické penalty aproximuje řešeńı x úlohy (5.5) řešeńım x̺ úlohy

min
x∈Rn

f̺(x), f̺(x) = f(x) +
1

2
̺‖α(x)‖2, α(x) = max{g(x), o}, 6 (5.6)

kde ̺ > 0 je penalizačnı́ parametr a ‖α(x)‖2 je penalizačnı́ funkce.
Intuitivně je zřejmé, že když je penalizačńı parametr ̺ velký, tak řešeńı

x̺, ve kterém je dosaženo minimum penalizované funkce f̺, nemůže být da-
leko od př́ıpustné množiny. Dokonce plat́ı, že kdyby ̺ = ∞, pak by bylo
minimum f̺ řešeńım p̊uvodńı úlohy. Můžeme tedy očekávat, že pro do-
statečně velké hodnoty penalizačńıho parametru ̺ bude řešeńı x úlohy (5.5)
bĺızko x̺. Je zřejmé, že řešeńı penalizované úlohy je typicky bĺızko př́ıpustné

5Tento pojem jsme si zavedli již v úvodu kapitoly 3.7.
6Funkce max znamená maximum

”
po složkách“, tzn. funkčńı hodnotou této funkce je

vektor, který v i-té složce obsahuje max{gi(x), 0}.
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množiny, avšak nepatř́ı do ńı. Proto se naše penalizačńı metoda nazývá také
metoda externı́ penalty.

Př́ıklad 1 Nalezněte rovnovážnou polohu kuličky hmotnosti m volně zavěše-
né na pružině (pružina je uchycena v bodě [0, 0]), tj. najděte řešeńı následuj́ıćı
minimalizačńı úlohy

min
x∈R2

x2
1 + x2

2 +mx2, (5.7)

kde hmotnost m volte postupně jako m = 1, m = 2, m = 3, m = 4, m = 5
a m = 10.

Př́ıklad 2 Nalezněte rovnovážnou polohu kuličky hmotnosti m zavěšené na
pružině (pružina je uchycena v bodě [0, 0]), která viśı nad překážkou, tj.
najděte řešeńı následuj́ıćı minimalizačńı úlohy

min
x∈Ω

x2
1 + x2

2 +mx2, (5.8)

Ω = {x ∈ R
2 : x1 + x2 + 1 ≥ 0, −x1 + x2 + 3 ≥ 0}, (5.9)

kde hmotnost m volte postupně jako m = 1, m = 2, m = 3, m = 4, m = 5
a m = 10 (viz obr. 5.1).
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Kapitola 6

Řešeńı úloh

6.1 Úlohy kapitoly 1

Řešeńı ke kapitole 1.2

Př́ıklad 1 Z obr. 1.5 vid́ıme, že pro obsah S jednotkového kruhu (S = π)
plat́ı

S = 4

∫ 1

0

√
1− x2 dx.

Výše uvedený integrál nyńı přibližně vypočteme pomoćı obdélńıkového a li-
choběžńıkového pravidla. Nejprve si rozdělme interval 〈0, 1〉 na n stejných
d́ılk̊u.

h = 1 / n; % delka dilku

x = 0 : h : 1; % krajni body jednotlivych dilku

Nyńı si uved’me kód, který pomoćı obdélńıkového pravidla vypočte apro-
ximaci Sobd obsahu S.

c = 0.5 * (x(1:n) + x(2:n+1)); % stredy jednotlivych dilku

f = sqrt(1 - c.̂ 2);

S obd = 4 * h * sum(f);

Kód ńıže vypočte pomoćı lichoběžńıkového pravidla aproximaci Slich obsahu
S.

f = sqrt(1 - x.̂ 2);

S lich = 4 * h/2 * ( f(1) + f(n+1) + 2*sum(f(2:n)) );
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Řešeńı úloh

Následuj́ıćı tabulka uvád́ı źıskané chyby aproximace pro r̊uzná n:

n |Sobd − π| |Slich − π|
102 3,44 · 10−4 1,18 · 10−3

103 1,09 · 10−5 3,72 · 10−5

104 3,44 · 10−7 1,18 · 10−6

Př́ıklad 2 Nejprve se pod́ıvejme na obr. 6.1. Pro obsah S srdce plat́ı

−3 −2 −1 0 1 2 3

−3

−2

−1

0

1

S1

S1 S1

S2

S2S2π

x

y

Obrázek 6.1: Obsah matematického srdce

S = 2S1
︸︷︷︸

π

+ 2S2
︸︷︷︸

2π

= 3π.

Nyńı si S vyjádřeme jako1

S = 2 (S1 + S2) = 2

(∫ 2

0

√

1− (x− 1)2 dx−
∫ 2

0

(

arcsin(x− 1)− π

2

)

dx

)

,

přičemž pro přibližné vyč́ısleńı těchto integrál̊u použijeme obdélńıkové a li-
choběžńıkové pravidlo. Nejprve si rozdělme interval 〈0, 2〉 na n stejných d́ılk̊u.

h = 2 / n; % delka dilku

x = 0 : h : 2; % krajni body jednotlivych dilku

1Uvědomme si, že plocha S2 lež́ı pod osou x.
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Nyńı vypočteme pomoćı obdélńıkového pravidla přibližný obsah srdce Sobd:

c = 0.5 * (x(1:n) + x(2:n+1)); % stredy jednotlivych dilku

f1 = sqrt(1 - (c-1).̂ 2);

S1 = h * sum(f1);

f2 = asin(c-1) - pi/2;

S2 = - h * sum(f2);

S obd = 2 * (S1 + S2);

Pomoćı ńıže uvedeného kódu źıskáme přibližný obsah srdce Slich vypočtený
lichoběžńıkovým pravidlem:

f1 = sqrt(1 - (x-1).̂ 2);

S1 = h/2 * ( f1(1) + f1(n+1) + 2*sum(f1(2:n)) );

f2 = asin(x-1) - pi/2;

S2 = - h/2 * ( f2(1) + f2(n+1) + 2*sum(f2(2:n)) );

S lich = 2 * (S1 + S2);

V následuj́ıćı tabulce uvád́ıme źıskané chyby aproximace pro r̊uzná n:

n |Sobd − 3π| |Slich − 3π|
102 9,73 · 10−4 3,32 · 10−3

103 3,08 · 10−5 1,05 · 10−5

104 9,74 · 10−7 3,33 · 10−6

Př́ıklad 3 K nalezeńı počtu potřebných d́ılk̊u n lze využ́ıt odhad (1.4).
Jelikož plat́ı (x2)

′′
= (2x)′ = 2, můžeme spoč́ıtat n jako řešeńı nerovnice

(1− 0)3

24n2
· 2 ≤ 10−4,

tedy

n ≥ 1√
12 · 10−4

=̇ 28,9.

Děleńı intervalu 〈0, 1〉 na 29 (a v́ıce) stejných d́ılk̊u nám tak zaruč́ı, že chyba
aproximace bude nejvýše 10−4.

K nalezeńı počtu potřebných d́ılk̊u n můžeme využ́ıt i Matlab. Nejprve
si uvědomme, že d́ıky Newtonovu-Leibnizovu vzorci máme

∫ 1

0

x2 dx =

[
x3

3

]1

0

=
1

3
.

Ńıže uvedený kód najde minimálńı počet d́ılk̊u n, pro který chyba aproxi-
mace err nebude větš́ı než 10−4.
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n = 0; err = 1; % inicializace

while err > 1e-4

n = n + 1;

h = 1 / n; % delka dilku

x = 0 : h : 1; % krajni body jednotlivych dilku

c = 0.5 * (x(1:n) + x(2:n+1)); % stredy jednotlivych dilku

f = c.̂ 2;

S obd = h * sum(f);

err = abs(S obd - 1/3);

end

Po pr̊uchodu smyčkou programu dostáváme n = 29 a err = 9,91 · 10−5.
Je dobré si uvědomit, že výše uvedený program sám o sobě nezaruč́ı, že
pro n > 29 nebude chyba aproximace větš́ı než 10−4. Tuto informaci nám
poskytne, jak už jsme uvedli, odhad (1.4).

Řešeńı ke kapitole 1.3

Př́ıklad 1 Následuj́ıćı kód pro dané n vypočte částečný součet sn řady

∞∑

k=1

1

k(k + 1)
. (6.1)

s n = 0; % inicializace

for k = 1 : n

s n = s n + 1/k/(k + 1);

end

Několik spuštěńı programu nám napov́ıdá, že by se součet řady (6.1) mohl
rovnat jedné - dostáváme např́ıklad:

n sn
102 0,990099
103 0,999001
104 0,999900
105 0,999990
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Uvedeme si nyńı d̊ukaz, že tomu tak opravdu je. Nejprve si uvědomme, že

1

k(k + 1)
=

1 + k − k

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1
.

Takže

sn =

n∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n∑

k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)

=

=

(
1

1
− 1

2

)

+

(
1

2
− 1

3

)

+

(
1

3
− 1

4

)

+ · · ·+
(
1

n
− 1

n + 1

)

= 1− 1

n + 1
.

Jelikož lim [1/(n+ 1)] = 0, dostáváme

∞∑

k=1

1

k(k + 1)
= lim sn = 1.

Př́ıklad 2 Nejprve si připomeňme, že těleso pohybuj́ıćı se rovnoměrně př́ımo-
čaře rychlost́ı v uraźı za čas t vzdálenost s = vt. Nahlédněme nyńı na obr. 6.2.
Moucha vyletěla rychlost́ı vm = 100 km/h z města A současně s vlakem a

A A′ BB′

vmt1

vvt1

vvt1

d2

Obrázek 6.2: Vlaky a moucha

let́ı vstř́ıc druhému vlaku, který vyjel z města B. Oba vlaky jedou rychlost́ı
vv = 10 km/h. Počátečńı vzdálenost mezi vlaky (tj. vzdálenost měst A a B)
je d1 = 90 km. Za čas t1 se moucha setká s vlakem z města B, přičemž mı́sto
setkáńı mouchy a vlaku označ́ıme B′. Počátečńı vzdálenost d1 mezi vlaky si
můžeme rozepsat jako

d1 = vmt1 + vvt1,

přičemž prvńı člen součtu znač́ı dráhu prvńıho letu mouchy (tj. vzdálenost
mı́st A a B’) a druhý člen součtu znač́ı dráhu vlaku, kterou ujel z města B
za čas t1 (tj. vzdálenost mı́st B′ a B). Odtud

t1 =
d1

vm + vv
=

90

100 + 10
=

9

11
.

Vlak z města A dojel za čas t1 do mı́sta A′. Vzdálenost mı́st A a A′ je
rovna vvt1. Nyńı se moucha odráž́ı od vlaku v mı́stě B′ a let́ı vstř́ıc druhému
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Řešeńı úloh

vlaku. Vzdálenost vlak̊u v tomto okamžiku (tedy vzdálenost mı́st A′ a B′)
lze vyjádřit jako

d2 = d1 − 2vvt1 = 90− 2 · 10 · 9

11
=

810

11
.

Použit́ım stejných úvah jako výše si odvod́ıme čas druhého letu mouchy, a to

t2 =
d2

vm + vv
=

810
11

100 + 10
=

(
9

11

)2

.

Obdobně bychom postupovali dále a zjistili bychom, že pro dobu n-tého letu
mouchy plat́ı

tn =

(
9

11

)n

.

Délku n-tého letu mouchy pak vyjádř́ıme jako

sn = vmtn = 100

(
9

11

)n

,

a proto

s15 = 100

(
9

11

)15

=̇ 4,93,

tj. moucha mezi 15. a 16. odražeńım uletěla přibližně 4,93 km. Celkovou délku
letu mouchy źıskáme jako součet délek všech2 let̊u mouchy, tj. jako součet
geometrické řady3

∞∑

n=1

sn = 100

∞∑

n=1

(
9

11

)n

= 100
9
11

1− 9
11

= 450.

Celkem tedy moucha nalétala 450 km. Pro zaj́ımavost je na obr. 6.3 znázor-

něna posloupnost částečných součt̊u řady
∞∑

n=1

sn.

Poznamenejme ještě, že pokud by nás nezaj́ımala délka d́ılč́ıch let̊u mou-
chy, ale jen celková vzdálenost, kterou moucha nalétala, úloha by se dala řešit
jednoduše následuj́ıćım zp̊usobem. Jelikož se vlaky sraźı přesně v polovině
trati (tj. oba ujedou 45 km), dostáváme, že se vlaky sraźı za čas ts = 45/vv =
4,5 hodiny. Celkem tedy moucha nalétala vmts = 100 · 4,5 = 450 km.

2Let̊u mouchy je nekonečně mnoho.

3V následuj́ıćım výpočtu využijeme toho, že
∞∑

n=1
qn = q

1−q
pro |q| < 1.
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Obrázek 6.3: Celková uražená dráha mouchy v závislosti na letech

Př́ıklad 3 Uvád́ıme program, který vypočte, kolik člen̊u harmonické řady
muśıme nejméně seč́ıst, aby částečný součet sn harmonické řady měl hodnotu
alespoň h, kde h je

”
malé“.

s n = 0; n = 0; % inicializace

while s n < h

n = n + 1;

s n = s n + 1/n;

end

Po ukončeńı cyklu je v proměnné n uložen počet člen̊u harmonické řady, pro
nějž dostáváme nejmenš́ı částečný součet s hodnotou alespoň h. Posloupnost
částečných součt̊u této řady roste jen velmi pomalu:

h n
5 83
10 12367
15 1835421
20 272400600

Je dokázáno, že např́ıklad pro h = 100 bychom potřebovali seč́ıst alespoň

15092688622113788323693563264538101449859497

člen̊u harmonické řady. Tento výsledek ovšem nelze źıskat pomoćı výše uve-
deného kódu. Pokud bychom se totiž tolik člen̊u harmonické řady pokusili
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seč́ıst na poč́ıtači, museli bychom na výsledek čekat řádově 1017 miliard let
(za předpokladu, že našemu poč́ıtači trvá přičteńı každého nového členu 10−9

sekund).
Uved’me si ještě pro zaj́ımavost náznak d̊ukazu divergence harmonické

řady:

∞∑

n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
+

1

9
+

1

10
+ · · ·+ 1

16
+ · · ·

> 1 +
1

2
+

1

4
+

1

4
︸ ︷︷ ︸

1/2

+
1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8
︸ ︷︷ ︸

1/2

+
1

16
+

1

16
+ · · ·+ 1

16
︸ ︷︷ ︸

1/2

+ · · ·

= ∞.

Př́ıklad 4 Následuj́ıćı kód pro dané n vypočte částečný součet sn řady

∞∑

k=1

4
(−1)k+1

2k − 1
. (6.2)

s n = 0; % inicializace

for k = 1 : n

s n = s n + (-1)^(k+1)/(2*k - 1);

end

s n = 4 * s n;

Několik spuštěńı programu nám napov́ıdá, že by se součet řady (6.2) mohl
rovnat π – dostáváme např́ıklad:

n sn
103 3,140593
104 3,141493
105 3,141583
106 3,141592

V́ıce o této aproximaci č́ısla π pomoćı č́ıselné řady najdete na konci kapi-
toly 1.4.

Řešeńı ke kapitole 1.4

Př́ıklad 1 Uvažujme rovinu a na ńı vyznačenu śıt’ rovnoběžek o vzdálenosti
2ℓ = 1. Na rovinu háźıme n-krát jehlu o délce ℓ = 1/2, viz obr. 6.4. Nejdř́ıve
si uvědomme, že se v daľśı analýze můžeme bez újmy na obecnosti ome-
zit pouze na dvě sousedńı rovnoběžky (volme např́ıklad př́ımky x = 0 a
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x

y

Obrázek 6.4: Házeńı jehel na śıt’ rovnoběžek

x = 1) a také že y-ová souřadnice jehly nebude ovlivňovat to, zda jehla pro-
tne či neprotne některou z př́ımek. Inspirujme se nyńı obr. 6.5 a konstruujme
náhodný hod. Nejprve si vygenerujeme náhodné č́ıslo xs z intervalu 〈0, 1).

10

x
xs xpxℓ

α

Obrázek 6.5: Náhodně hozená jehla

Toto č́ıslo bude představovat x-ovou souřadnici středu jehly. Dále si vygene-
rujeme náhodné č́ıslo α z intervalu 〈−π/2, π/2), což bude úhel, který sv́ırá
jehla s kladným směrem osy x. Vypočtěme nyńı hodnoty xℓ a xp představuj́ıćı
x-ové souřadnice levého a pravého konce jehly:

xℓ = xs −
1

4
cosα a xp = xs +

1

4
cosα.
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Jehla protne př́ımku x = 0 v př́ıpadě, že xℓ ≤ 0, nebo př́ımku x = 1
v př́ıpadě, že xp ≥ 1. Nyńı si uved’me program, který implementuje výše
zmı́něné úvahy. Do proměnné s se nač́ıtá počet hod̊u, při kterých jehla protla
některou z př́ımek, a źıskaná aproximace č́ısla π se ulož́ı do proměnné πaprox.

s = 0; % inicializace

for i = 1 : n

x s = rand;

alfa = -pi/2 + rand * pi;

x l = x s - 1/4*cos(alfa);

x p = x s + 1/4*cos(alfa);

if x l <= 0 | x p >= 1

s = s + 1; % jehla protne nekterou z primek

end

end

pi aprox = n / s;

Na závěr poznamenejme, že náš program vytvořený k aproximaci π je pouze
ilustrativńı, jelikož sám π obsahuje. Uved’me si ještě tabulku výsledk̊u pro
jedno konkrétńı spuštěńı programu.4

n |πaprox − π| 9,011/
√
n

102 2 · 10−1 9,01 · 10−1

103 3,3 · 10−2 2,85 · 10−1

104 8,89 · 10−4 9,01 · 10−2

105 1,61 · 10−2 2,85 · 10−2

106 7,56 · 10−3 9,01 · 10−3

107 7,19 · 10−4 2,85 · 10−3

108 8,67 · 10−4 9,01 · 10−4

Př́ıklad 2 Nejprve poč́ıtejme pomoćı Newtonova-Leibnizova vzorce:

∫ 1

0

x2 dx =

[
x3

3

]1

0

=
1

3
.

4Uvědomme si, že při daľśım spuštěńı obdrž́ıme, vzhledem k př́ıtomnosti náhodně ge-
nerovaných č́ısel, výsledky jiné; jak jsme si však uvedli v kapitole 1.4, chyba aproximace
neńı s pravděpodobnost́ı 95 procent větš́ı než 9,011/

√
n.
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Nyńı si uvedeme kód, který pomoćı metody Monte Carlo přibližně vypočte
∫ 1

0
x2 dx a spočtenou hodnotu ulož́ı do proměnné obsah. Proměnná n udává

počet náhodně generovaných bod̊u v jednotkovém čtverci a do proměnné s
se nač́ıtá, kolik z těchto bod̊u lež́ı pod grafem či na grafu funkce y = x2.

s = 0; % inicializace

for i = 1 : n

x = rand; y = rand; % nahodny bod [x,y] z (0,1)x(0,1)

if y <= x^2

s = s + 1;

end

end

obsah = s / n;

Uved’me si ještě tabulku výsledk̊u pro jedno konkrétńı spuštěńı programu.5

n |obsah− 1/3| 1/
√
n

102 3,33 · 10−3 1 · 10−1

103 6,33 · 10−3 3,16 · 10−2

104 1,03 · 10−3 1 · 10−2

105 1,44 · 10−3 3,16 · 10−3

106 2,04 · 10−4 1 · 10−3

107 1,23 · 10−4 3,16 · 10−4

108 7,32 · 10−6 1 · 10−4

Př́ıklad 3 Následuj́ıćı program implementuje metodu Monte Carlo pro při-
bližný výpočet integrálu

∫ 1

0

√
1− x2 dx a vypočte aproximaci πaprox č́ısla π.

Jedná se o jednoduchou modifikaci programu z př́ıkladu 2.

s = 0; % inicializace

for i = 1 : n

x = rand; y = rand; % nahodny bod [x,y] z (0,1)x(0,1)

if x^2 + y^2 <= 1

s = s + 1;

end

end

5Při daľśım spuštěńı obdrž́ıme (vzhledem k př́ıtomnosti náhodně generovaných č́ısel)
výsledky jiné. Chyba aproximace neńı s pravděpodobnost́ı 75 procent větš́ı než 1/

√
n.
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pi aprox = 4 * s / n;

Uved’me si ještě tabulku výsledk̊u pro jedno konkrétńı spuštěńı programu.6

n |πaprox − π|
102 5,84 · 10−2

103 2,24 · 10−2

104 5,21 · 10−3

105 2,83 · 10−3

106 3,61 · 10−4

107 9,51 · 10−5

108 1,27 · 10−4

Př́ıklad 4 Uvedeme kód, který do proměnné πaprox ulož́ı aproximaci č́ısla π
vypočtenou pomoćı m prvńıch člen̊u Gregoryho řady.

s = 0; % inicializace

for n = 1 : m

s = s + (-1)^(n+1)/(2*n - 1);

end

pi aprox = 4 * s;

V následuj́ıćı tabulce jsou výsledky po spuštěńı programu:

m |πaprox − π|
102 10−2

103 10−3

104 10−4

105 10−5

106 10−6

Můžeme také použ́ıt vztah (1.6) pro výrazné zrychleńı konvergence a nahra-
dit tak cyklus ve výše uvedeném programu cyklem

for n = 1 : m

k = 2*n - 1;

s = s + (-1)^(n+1)/k * ( 1/2^k + 1/3^k );

end

6Opět si uvědomme, že při daľśım spuštěńı obdrž́ıme výsledky jiné.
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Źıskané výsledky uvád́ıme v následuj́ıćı tabulce:

m |πaprox − π|
5 1,49 · 10−4

10 7,4 · 10−8

15 4,87 · 10−11

20 3,69 · 10−14

Řešeńı ke kapitole 1.5

Př́ıklad 1 Máme za úkol nejprve vyřešit rovnici

g(x) := ln(x) + (x− 1)3 = 0

pomoćı Newtonovy metody. Po chvilce přemýšleńı nás možná napadne, že
řešeńım naš́ı rovnice je č́ıslo 1. Spočtěme nyńı derivaci funkce g v bodě x:

g′(x) =
1

x
+ 3(x− 1)2.

Následuj́ıćı program pak realizuje řešeńı zadané rovnice Newtonovou meto-
dou pro dané ε a počátečńı aproximaci x0. Řešeńı rovnice program nakonec
ulož́ı do proměnné x.

x = x 0;

g = log(x) + (x-1)̂ 3;

dg = 1/x + 3*(x-1)̂ 2;

x n = x - g/dg;

while abs(x n - x) >= epsilon

x = x n;

g = log(x) + (x-1)̂ 3;

dg = 1/x + 3*(x-1)̂ 2;

x n = x - g/dg;

end

x = x n;
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Např́ıklad pro ε = 10−4 a x0 = 5 dostáváme řešeńı x =̇ 0,999999999997277,
pro které plat́ı g(x) =̇ − 2,72 · 10−12.

Daľśım úkolem je vyřešit pomoćı Newtonovy metody rovnici

g(x) := 1− x− e−x2

= 0.

Zamysĺıme-li se opět nad řešeńım naš́ı rovnice, mohlo by nás napadnout, že
řešeńım je č́ıslo 0. Spočtěme dále derivaci funkce g v bodě x:

g′(x) = −1 + 2xe−x2

.

Program pro numerickou realizaci použijeme stejný jako výše, až na rozd́ılné
definice g(x) a g′(x):

g = 1 - x - exp(-x^2);

dg = -1 + 2*x*exp(-x^2);

Např́ıklad opět pro ε = 10−4 a x0 = 5 dostáváme řešeńı x =̇ − 4,22 · 10−10,
pro které plat́ı g(x) =̇ 4,22 · 10−10.

Př́ıklad 2 Budeme postupovat velmi podobně jako v řešeńı př́ıkladu 1. Nej-
prve pomoćı Newtonovy metody zkusme aproximovat č́ıslo

√
2. Uvažujme

(např́ıklad) rovnici
g(x) := x2 − 2 = 0

a poč́ıtejme g′(x) = 2x. Program použijeme stejný jako v př́ıkladu 1, až na
rozd́ılné definice g(x) a g′(x):

g = x^2 - 2;

dg = 2*x;

Pro volby ε = 10−4 a x0 = 1 dostáváme řešeńı x =̇ 1,414213562374690,
pro něž plat́ı |x−

√
2| =̇ 1,59 · 10−12.

Nyńı pomoćı Newtonovy metody zkusme aproximovat č́ıslo π. Uvažujme
(např́ıklad) rovnici

g(x) := sin x = 0

a poč́ıtejme g′(x) = cosx. Program opět použijeme stejný jako v př́ıkladu 1,
až na rozd́ılné definice g(x) a g′(x):

g = sin(x);

dg = cos(x);

Pro volby ε = 10−3 a x0 = 3 dostáváme řešeńı x =̇ 3,141592653300477,
pro něž plat́ı |x− π| =̇ 2,89 · 10−10.
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Řešeńı ke kapitole 1.6

Př́ıklad 1 Funkci ex nahrad́ıme na okoĺı bodu x0 = 0 Taylorovým polyno-
mem stupně n ∈ N: 7

ex ≈ Tn(x) = e0 + e0(x− 0) +
e0

2!
(x− 0)2 + · · ·+ e0

n!
(x− 0)n

= 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
.

Proto pro x = 1 dostáváme

e ≈ Tn(1) = 1 + 1 +
1

2!
+ · · ·+ 1

n!
.

Nyńı si uvedeme kód pro aproximaci č́ısla e dle výše uvedeného vztahu.

% inicializace

T n = 1;

fact = 1; % promenna pro vypocet faktorialu

for k = 1 : n

fact = fact * k;

T n = T n + 1/fact;

end

Po doběhnut́ı programu máme (pro dané n) v proměnné Tn uloženu hod-
notu Tn(1) aproximuj́ıćı č́ıslo e. Následuj́ıćı tabulka ilustruje źıskané výsledky

n Rn+1(1) = e− Tn(1)
5 1,62 · 10−3

10 2,73 · 10−8

15 5,06 · 10−14

a na obr. 6.6 můžeme vidět, jak se na okoĺı bodu 0 Taylorovy polynomy
postupně přimykaj́ı k funkci ex.

7Připomeňme, že (ex)′ = ex.
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T1(x) = 1 + x

T2(x) = T1(x) +
x2
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T3(x) = T2(x) +
x3

3!

ex

Obrázek 6.6: Nahrazeńı funkce ex Taylorovými polynomy v bodě x0 = 0

Př́ıklad 2 Naš́ım úkolem bude nahradit funkci arctg x na okoĺı bodu x0 = 0
Taylorovým polynomem stupně n ∈ N:

arctg x ≈ Tn(x),

přičemž

Tn(x) = arctg (0)+arctg′ (0)(x−0)+
arctg′′ (0)

2!
(x−0)2+· · ·+arctg(n) (0)

n!
(x−0)n.

Plat́ı, že arctg (0) = 0, a derivováńım zjist́ıme, že
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n arctg(n) (x) arctg(n) (0)

1
1

1 + x2
1

2 − 2x

(1 + x2)2
0

3 −2
1− 3x2

(1 + x2)3
-2 = -(2!)

4 24
x(1− x2)

(1 + x2)4
0

5 24
1− 10x2 + 5x4

(1 + x2)5
24 = 4!

6 −240
x(3− 10x2 + 3x4)

(1 + x2)6
0

7 −720
1− 21x2 + 35x4 − 7x6

(1 + x2)7
-720 = -(6!)

...
...

...

Odtud lze odvodit, že

arctg(n) (0) =

{
0 pro n sudé,

(−1)
n+1

2
+1[(n− 1)!] pro n liché.

Pro sudá n tedy plat́ı, že Tn(x) = Tn−1(x), a pro lichá n dostáváme8

Tn(x) = x− 2! x3

3!
+

4! x5

5!
− 6! x7

7!
+ · · ·+ (−1)

n+1

2
+1 (n− 1)! xn

n!

= x− x3

3
+

x5

5
− x7

7
+ · · ·+ (−1)

n+1

2
+1x

n

n

=

n+1

2∑

k=1

(−1)k+1 x2k−1

2k − 1
. (6.3)

Proto pro x = 1 a lichá n máme

π

4
= arctg (1) ≈ Tn(1) =

n+1

2∑

k=1

(−1)k+1

2k − 1

a tedy

π ≈ 4

n+1

2∑

k=1

(−1)k+1

2k − 1
.

8Srovnejte s Leibnizovou řadou na str. 16.
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Řešeńı úloh

Nyńı si uvedeme program, který pro dané liché n vypočte aproximaci πaprox

č́ısla π dle výše uvedeného vztahu.

T n = 0; % inicializace

for k = 1 : (n + 1)/2

T n = T n + (-1)^(k + 1)/(2*k - 1);

end

pi aprox = 4 * T n;

Následuj́ıćı tabulka ilustruje źıskané výsledky

n |πaprox − π|
103 − 1 2 · 10−3

104 − 1 2 · 10−4

105 − 1 2 · 10−5

106 − 1 2 · 10−6

a na obr. 6.7 můžeme vidět, jak se na okoĺı bodu 0 Taylorovy polynomy Tn(x)
postupně přimykaj́ı k funkci arctg x.

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5

−1

0

1

0.5

−0.5

x

y

T1(x) = x

T3(x) = T1(x)− x3

3

T5(x) = T3(x) +
x5

5

T7(x) = T5(x)− x7

7

arctg x

Obrázek 6.7: Nahrazeńı funkce arctg x Taylorovými polynomy v bodě x0 = 0

Př́ıklad 3 Uvažujme funkci

f(x) := x− k(x2 − 2), k > 0.
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Plat́ı f ′(x) = 1− 2kx a také, že existuje č́ıslo λ takové, že9

∀x ∈ I : |f ′(x)| ≤ λ < 1,

kde I ⊂ (0, 1/k) je libovolný uzavřený interval. Aby pevný bod
√
2 funkce f

náležel intervalu (0, 1/k), předeṕı̌seme

k ∈ (0, 1/2〉.
Použijeme-li pak větu na str. 18, dostáváme,10 že posloupnost (xn) definovaná
předpisem

xn+1 := f(xn) = xn − k(x2
n − 2), n = 0, 1, 2, 3, . . . , (6.4)

konverguje k
√
2 pro libovolné x0 ∈ (0, 1/k).

Nyńı si uvedeme kód metody prostých iteraćı, který pro dané k, danou
ukončuj́ıćı podmı́nku ε a počátečńı aproximaci x0 vydá aproximaci

√
2aprox

pevného bodu
√
2 funkce f . Proměnná n slouž́ı k nač́ıtáńı počtu potřebných

iteraćı, tj. k měřeńı rychlosti konvergence.

% incializace

n = 1;

x = x 0;

x n = x - k*(x^2 - 2);

while abs(x n - x) >= epsilon

n = n + 1;

x = x n;

x n = x - k*(x^2 - 2);

end

sqrt2 aprox = x n;

V následuj́ıćı tabulce pak uvád́ıme rychlost konvergence (tj. počet potřebných
iteraćı n) pro ε = 10−8 a x0 = 1.

9Vyřešte si nerovnici |f ′(x)| < 1.
10Plat́ı, že f ′(x) = 1 − 2kx = 0 pro x = 1

2k . Grafem kvadratické funkce f je parabola.
Vrchol této paraboly má souřadnice

[
1
2k ,

1
4k + 2k

]
a jej́ı ramena směřuj́ı dol̊u. Dále plat́ı

f(0) = f(1/k) = 2k, a proto

f ((0, 1/k)) =

(

2k,
1

4k
+ 2k

〉

⊂ (0, 1/k).

Voĺıme-li tedy uzavřený interval I ⊂ (0, 1/k) tak, aby
(
2k, 1

4k + 2k
〉
⊂ I a x0 ∈ I, pak

posloupnost (6.4) lež́ı v I.
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Řešeńı úloh

k n |
√
2aprox −

√
2|

1/2 21 2,02 · 10−9

1/3 8 2,48 · 10−10

1/4 16 2 · 10−9

Tedy např́ıklad pro k = 1/3 dostáváme rychleǰśı konvergenci než v př́ıpadě
k = 1/4.

Pro konvergenci i pro x0 = 5 voĺıme11 např́ıklad k = 1/6, aby interval
(0, 1/k) = (0, 6) obsahoval x0. Pro ε = 10−8 dostáváme:

k n |
√
2aprox −

√
2|

1/6 28 9,83 · 10−9

1/7 34 9,65 · 10−9

1/8 41 1,32 · 10−8

1/9 47 1,89 · 10−8

1/10 53 2,35 · 10−8

Př́ıklad 4 Budeme postupovat podobně jako v řešeńı př́ıkladu 3. Pevným
bodem funkce

f(x) := x+ sin x

je č́ıslo π. Plat́ı f ′(x) = 1 + cosx a také, že existuje č́ıslo λ takové, že

∀x ∈ I : |f ′(x)| ≤ λ < 1,

kde I ⊂
(
π
2
, 3
2
π
)
je libovolný uzavřený interval. Použijeme-li pak větu na

str. 18, dostáváme,12 že posloupnost (xn) definovaná předpisem

xn+1 := f(xn) = xn + sin xn, n = 0, 1, 2, 3, . . . , (6.5)

konverguje k π pro libovolné x0 ∈
(
π
2
, 3
2
π
)
.

Nyńı si uvedeme kód metody prostých iteraćı, který pro dané ε a danou
počátečńı aproximaci x0 vydá aproximaci πaprox pevného bodu π funkce f .
Proměnná n slouž́ı k nač́ıtáńı počtu potřebných iteraćı.

% incializace

11Experimentálně źıskáme dobré výsledky i pro volbu k = 1/5 či k = 1/4, konvergence
metody však již neńı zaručena větou na str. 18.

12Plat́ı

f

((
π

2
,
3

2
π

))

=

(

f
(π

2

)

, f

(
3

2
π

))

=

(
π

2
+ 1,

3

2
π − 1

)

⊂
(
π

2
,
3

2
π

)

.

Voĺıme-li tedy uzavřený interval I ⊂
(
π
2 ,

3
2π
)
tak, aby

(
π
2 + 1, 32π − 1

)
⊂ I a x0 ∈ I, pak

posloupnost (6.5) lež́ı v I.
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n = 1;

x = x 0;

x n = x + sin(x)

while abs(x n - x) >= epsilon

n = n + 1;

x = x n;

x n = x + sin(x);

end

pi aprox = x n;

V následuj́ıćı tabulce pak uvád́ıme výsledky pro ε = 10−1:

x0 n |πaprox − π|
2 3 1,51 · 10−9

3 2 1,76 · 10−11

4 3 8,89 · 10−13

6.2 Úlohy kapitoly 2

Řešeńı ke kapitole 2.2

Př́ıklad 1 Nejprve si oč́ıslujme jednotlivé suroviny (ingredience) použité
v našich receptech:

1 brambory
2 bujón
3 cibule
4 cukr
5 česnek
6 čočka
7 drožd́ı
8 Hera
9 hořčice
10 hověźı maso
11 jablko
12 jogurt
13 kakao
14 kmı́n
15 kokos

16 kuřećı maso
17 lasagne
18 majoránka
19 máslo
20 mléko
21 mouka
22 mrkev
23 ocet
24 olej
25 oř́ı̌sky
26 pepř
27 petrželka
28 povidla
29 prášek do pečiva
30 rajčata

31 rajský protlak
32 skořice
33 slanina
34 soda
35 sójová omáčka
36 solamyl
37 s̊ul
38 sýr
39 tatarka
40 vanilkový cukr
41 vejce
42 vepřové maso
43 v́ıno
44 worchesterová omáčka
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Řešeńı úloh

Nyńı si uvedeme kód pro vytvořeńı naš́ı databáze recept̊u. Ta je reprezen-
tována incidenčńı matićı inc, jej́ıž řádky odpov́ıdaj́ı jednotlivým recept̊um a
sloupce odpov́ıdaj́ı jednotlivým ingredianćım. Matice inc obsahuje na ij-té
pozici jedničku, pokud i-tý recept obsahuje ingredienci s č́ıslem j; v opačném
př́ıpadě je na ij-té pozici nula.

function inc = recepty()

% function inc = recepty()

%

% inc ... matice incidence receptu a surovin

pocet surovin = 44;

pocet receptu = 17;

inc = zeros(pocet receptu,pocet surovin);

inc(1,[4,7,8,20,21,41]) = 1;

inc(2,[3,16,24,35,36,37,41,44]) = 1;

inc(3,[2,3,5,6,9,18,19,21,22,24,26,27,37,41]) = 1;

inc(4,[4,7,20,21,24,29,37,41]) = 1;

inc(5,[3,16,19,26,33,35,37,38]) = 1;

inc(6,[4,7,14,21,23,24,37]) = 1;

inc(7,[1,3,26,37,39]) = 1;

inc(8,[4,15,20,21,24,29,40,41]) = 1;

inc(9,[5,12,16,21,26,37,38,39,41,43]) = 1;

inc(10,[4,13,20,21,24,29,41]) = 1;

inc(11,[4,11,13,20,21,24,28,29,32,34,37,41]) = 1;

inc(12,[7,21,24,37]) = 1;

inc(13,[3,16,24,33,37]) = 1;

inc(14,[4,7,19,20,21,25,32,37,41]) = 1;

inc(15,[4,8,13,21,25,32,41]) = 1;

inc(16,[3,5,10,17,19,20,21,24,26,30,31,37,38,43]) = 1;

inc(17,[5,18,24,26,31,36,37,41,42,44]) = 1;

Dále si uvedeme program, který posoud́ı bĺızkost dotazu s recepty v databázi
a vyṕı̌se recept (popř. recepty), který je nejbĺıže danému dotazu. V programu
je použita projekce do těch složek (surovin), ve kterých je vektor požadavku
(dotazu) nenulový.13

13Uvažujme např. projekci do n = 4 složek. Projektovaný recept zapǐsme jako rp =
[s1, s2, s3, s4] a projektovaný požadavek jako pp = [1, 1, 1, 1]. Kośınus jejich úhlu pak
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function blizkost(inc)

% function blizkost(inc)

%

% Zjistuje blizkost pozadavku (vektoru danych surovin)

% a receptu z databaze

%

% inc ... matice incidence projektovana na zadane

% slozky (suroviny)14

% radky matice normujeme15

for i = 1 : size(inc,1)

norm radek = norm(inc(i,:));

if norm radek > 0

inc(i,:) = inc(i,:) / norm radek;

end

end

% velikost projektovaneho pozadavku

norm pozadavek = sqrt(size(inc,2));

% urceni blizkosti projektovaneho pozadavku

% a projektovanych receptu

kosinus uhlu = sum(inc,2) / norm pozadavek;16

shoda = max(kosinus uhlu);

indexy = find(kosinus uhlu == shoda);

disp([’Dotazu nejlepe vyhovuje recept cislo: ’, int2str(indexy’)])

disp([’Mira shody je: ’, num2str(shoda), ’ (max: 1, min: 0)’])

A konečně dotazy nad naš́ı databáźı recept̊u provedeme pomoćı následuj́ıćıho

vypočteme jako

cosϕ =
rp pp

||rp|| ||pp||
=

s1 + s2 + s3 + s4
||rp||

√
n

.

14Hledáme-li např́ıklad recepty obsahuj́ıćı brambory a bujón, projektujeme inc na prvńı
dva jej́ı sloupce.

15Tj. každý nenulový řádek matice vynásob́ıme převrácenou hodnotou jeho velikosti.
Velikost řádku matice źıskáme pomoćı funkce norm.

16V proměnné kosinus uhlu je uložen vektor všech kośın̊u úhl̊u projektovaných recept̊u
a projektovaného požadavku.
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skriptu:

inc = recepty();

% dotaz 1

suroviny = [4,7,8,13,21,32];

blizkost(inc(:,suroviny))

% dotaz 2

suroviny = [37,38,44];

blizkost(inc(:,suroviny))

% dotaz 3

suroviny = [5,9,16,18,26,33,37];

blizkost(inc(:,suroviny))

Uved’me si také výsledky našeho prohledáváńı:

• dotazu 1 (cukr, drožd́ı, Hera, kakao, mouka a skořice) odpov́ıdá nejlépe
recept č. 15 (mı́ra schody je 0,91),

• dotazu 2 (s̊ul, sýr a worchester) odpov́ıdaj́ı nejlépe recepty č. 2, 5, 9,
16 a 17 (mı́ra schody je 0,82),

• dotazu 3 (česnek, hořčice, kuřećı maso, majoránka, pepř, slanina a s̊ul)
odpov́ıdá nejlépe recept č. 3 (mı́ra schody je 0,85).

Př́ıklad 2 Postupujeme podobně jako v př́ıkladu 1. Recepty neobsahuj́ıćı
zadané ingredience vyhledáme pomoćı negovaných hodnot matice incidence:

inc = recepty();

% dotaz 1 (ABKM)

suroviny = [8,12,19,20,38,39];

blizkost(double(∼(inc(:,suroviny))))

% dotaz 2 (vegetarianske)

suroviny = [10,16,33,42];

blizkost(double(∼(inc(:,suroviny))))

Výsledky prohledáváńı jsou:
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• mléko, Heru, jogurt, máslo, sýr a tatarskou omáčku neobsahuj́ı recepty
č. 2, 6, 12, 13 a 17,

• žádné maso ani slaninu neobsahuj́ı recepty č. 1, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 12,
14 a 15.

Řešeńı ke kapitole 2.3

Př́ıklad 1 Uvád́ıme kód řešeńı:

a = [1,-1]; b = [2,0]; c = [1,1]; % vrcholy trojuhelniku abc

k = 2; % stejnolehlost se stredem v [0,0] a koeficientem k

fi = pi / 2; % rotace se stredem v [0,0] a uhlem fi

p = [-3,-2]’; % posunuti s vektorem posunuti p

P = [a’ b’ c’];

figure; hold on; axis equal; grid on; box on

% vykresleni puvodniho trojuhelniku abc

fill(P(1,:),P(2,:),’red’);

% stejnolehlost

Ps = k * P;17

fill(Ps(1,:),Ps(2,:),’yellow’);

% rotace

R = [cos(fi),-sin(fi); sin(fi),cos(fi)]; % matice rotace

Pr = R * Ps;

fill(Pr(1,:),Pr(2,:),’blue’);

% posunuti

Pp = Pr + [p p p];

fill(Pp(1,:),Pp(2,:),’green’);

Na obr. 6.8 je znázorněn grafický výstup programu.

17Jelikož pro transformačńı matici plat́ı T =

[
k 0
0 k

]

= kI, kde I je jednotková

matice, pak Ps = TP = kIP = kP . (Plat́ı totiž IP = PI = P .)
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Obrázek 6.8: Vzorový trojúhelńık (červeně) a jednotlivé obrazy

Př́ıklad 2 Uved’me nejprve kód funkce transformace:

function at = transformace(a,k,fi,p)

% function at = transformace(a,k,fi,p)

%

% Funkce transformuje zadany bod a.

%

% a ... a = [x;y] zadany bod

% k ... koeficient stejnolehlosti

% fi ... uhel otoceni

% p ... vektor posunuti

% at ... at = [xt;yt] transformovany bod

% matice rotace

R = [cos(fi),-sin(fi);sin(fi),cos(fi)];

% aplikace transformaci

at = R*(k*a) + p;

A dále uvedeme kód transformuj́ıćı podle zadaných parametr̊u k, fi a p

n-úhelńık zadaný matićı P.

figure; hold on; axis equal; grid on

% zjisteni poctu vrcholu n-uhelniku
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n = size(P,2);

% prealokace vysledne matice

Pt = zeros(2,n);

% vykresleni vzoru

fill(P(1,:),P(2,:),’red’);

% aplikace transformaci

for i = 1 : n

Pt(:,i) = transformace(P(:,i),k,fi,p);

end

% vykresleni vysledku

fill(Pt(1,:),Pt(2,:),’green’);

Př́ıklad 3 Uvád́ıme program, který pro daný počet iteraćı n provád́ı geome-
trickou transformaci dle tabulky 2.1. Tento program využ́ıvá funkci
transformace z př́ıkladu 2.

x = [0.5; 0.5]; % pocatecni bod

figure; hold on;

h = plot(x(1),x(2));

set(h,’markersize’,3,’color’,[0 0.3 0],’erasemode’,’none’);

axis([-3 3 0 10])

for i = 1 : n

r = rand;

if r < 0.85

x = transformace(x,0.85,-0.05,[0;1.5]);

elseif r < 0.92

x = transformace(x,0.3,1,[0;1.5]);

elseif r < 0.99

x = transformace(x,0.25,-1,[0;0.5]);

else

x = [0 0;0 0.15]*x;

end
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% vykresleni bodu

set(h,’xdata’,x(1),’ydata’,x(2));

drawnow

end

Na obr. 6.9 je znázorněn výsledný obrazec pro 30000 iteraćı.18
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Obrázek 6.9: Matematická kapradina

6.3 Úlohy kapitoly 3

Řešeńı ke kapitole 3.2

Př́ıklad 1 Následuj́ıćı kód nalezne přibližně pomoćı Eulerovy metody čas
v hodinách, po kterém je nutno podat daľśı dávku léku pacientovi trṕıćım ast-
matem. Za konstantu cl dosad́ıme pro theofylin 48mℓ/min, za v d dosad́ıme
35 ℓ, za c0 voĺıme 20µg/mℓ a za c dolni dosad’me 10µg/mℓ. Výsledný čas
je v proměnné cas.

18Jelikož se jedná o transformaci zadanou pomoćı pravděpodobnosti, dostaneme i při
neměnném počtu iteraćı při každém spuštěńı lehce jiný výsledek.
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tN = 10;19

n = 1e5;20

k = cl*60/1000/v d;

h = tN / n;

t = 0 : h : tN;

i = 1;

c(1) = c0;

while c(i) >= c dolni

c(i+1) = c(i) - h*k*c(i);

i = i+1;

end

cas = t(i-1);

Pro dostatečně velké n (např. pro námi zvolené n = 105), zjist́ıme, že daľśı
dávku léku muśıme pacientovi podat po 8,423 hodinách (tj. cca po 8 hodinách
25 minutách 23 sekundách).

Jinou možnost́ı, jak vyřešit náš př́ıklad, je použit́ı vztahu (3.4) pro nale-
zeńı hodnot funkce c(t), vykresleńı grafu této funkce a následný odhad času,
ve kterém je třeba podat daľśı lék (viz obr. 6.10).

Pro úplnost si uved’me ještě analytické řešeńı naš́ı úlohy. Po dosazeńı
zadaných hodnot dostaneme Cauchyovu úlohu

c′(t) = −2,88
35

c(t),

c(0) = 20.

}

(6.6)

Derivováńım se lze přesvědčit, že řešeńım úlohy (6.6) je funkce

c̄(t) = 20e−
2,88

35
t.

Z této funkce sestav́ıme rovnici s neznámou t, která popisuje čas do daľśı
aplikace léku

10 = 20e−
2,88

35
t.

Po daľśı úpravě źıskáme rovnici

ln
1

2
= −2,88

35
t.

19Čas tN jsme
”
uhádli“ tak, aby př́ılǐs nepřevyšoval potřebný čas pro podáńı léku. Toto

”
hádáńı“ se dá vyřešit např. prvotńım spuštěńım tohoto programu s dostatečně velkým
tN.

20Poznamenejme, že n je rozumné volit dostatečně velké, protože h je nepř́ımo úměrné
n. V kapitole 3.1 jsme si uvedli, že chyba aproximace řešeńı pomoćı Eulerovy metody záviśı
př́ımo úměrně na kroku h.
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Obrázek 6.10: Pokles koncentrace theofylinu v krvi v závislosti na čase

Z ńı už snadno vypoč́ıtáme, že daľśı dávku theofylinu je nutno podat za
přibližně 8,424 hodin, tedy za 8 hodin 25 minut 26 sekund.

V následuj́ıćı tabulce si ještě ukážeme, jak záviśı chyba aproximace kon-
centrace theofylinu v čase T = 8,423 hodin źıskaná Eulerovou metodou na
volbě n, a tuto chybu porovnáme s odhadem (3.5). Vyč́ısleńı odhadu (3.5) je
náročněǰśı, a proto v tabulce uvád́ıme jen hodnotu tohoto výrazu a podrobný
výpočet přenecháme zv́ıdavému čtenáři.

n h |caprox(T )− c̄(T )| M
2K

(
eK(T−t0) − 1

)
h

104 10−2 2,9 · 10−3 8,2 · 10−3

105 10−3 2,9 · 10−4 8,2 · 10−4

106 10−4 2,9 · 10−5 8,2 · 10−5

Př́ıklad 2 Pomoćı stejného kódu jako v př́ıkladu 1 najdeme přibližně čas
v hodinách, po kterém je nutno podat daľśı dávku léku pacientovi s horečkami,
bolestmi hlavy, sval̊u či kloub̊u. Za konstantu cl dosad́ıme pro kyselinu ace-
tylsalicylovou 650mℓ/min, za v d dosad́ıme 11 ℓ, za c0 voĺıme 300µg/mℓ a
za c dolni dosad’me 150µg/mℓ. Výsledný čas je opět v proměnné cas. Je-
dinou změnu provedeme v nastaveńı proměnné tN.
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tN = 2;21

...

cas = t(i-1);

Pro dostatečně velké n (např. pro námi zvolené n = 105), zjist́ıme, že daľśı
dávku léku muśıme pacientovi podat po 0,195 hodinách (tj. cca po 11 minu-
tách 42 sekundách).

Jinou možnost́ı, jak vyřešit náš př́ıklad, je použit́ı vztahu (3.4) pro nale-
zeńı hodnot funkce c(t), vykresleńı grafu této funkce a následný odhad času,
ve kterém je třeba podat daľśı lék (viz obr. 6.11).
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Obrázek 6.11: Pokles koncentrace kyseliny acetylsalicylové v krvi v závislosti
na čase

Nakonec si uved’me opět analytické řešeńı naš́ı úlohy. Po dosazeńı za-
daných hodnot dostaneme Cauchyovu úlohu

c′(t) = −39
11
c(t),

c(0) = 300.

}

(6.7)

Derivováńım se lze přesvědčit, že řešeńım úlohy (6.7) je funkce

c̄(t) = 300e−
39

11
t.

21Čas tN jsme opět
”
uhádli“ tak, aby př́ılǐs nepřevyšoval potřebný čas pro podáńı léku.
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Řešeńı úloh

Z této funkce sestav́ıme rovnici s neznámou t, která popisuje čas do daľśı
aplikace léku

150 = 300e−
39

11
t.

Po daľśı úpravě źıskáme rovnici

ln
1

2
= −39

11
t.

Z ńı už snadno vypoč́ıtáme, že daľśı dávku kyseliny acetylsalicylové je nutno
podat za přibližně 0,196 hodin, tedy za 11 minut 46 sekund.

V následuj́ıćı tabulce si ještě ukážeme, jak záviśı chyba aproximace kon-
centrace kyseliny acetylsalicylové v čase T = 0,195 hodin źıskaná Eulerovou
metodou na volbě n, a tuto chybu porovnáme s odhadem (3.5). Vyč́ısleńı
odhadu (3.5) je náročněǰśı, a proto v tabulce uvád́ıme jen hodnotu tohoto
výrazu a podrobný výpočet přenecháme zv́ıdavému čtenáři.

n h |caprox(T )− c̄(T )| M
2K

(
eK(T−t0) − 1

)
h

104 10−2 1,9 5,1
105 10−3 1,9 · 10−1 5,3 · 10−1

106 10−4 1,8 · 10−2 5,3 · 10−2

Řešeńı ke kapitole 3.3

Př́ıklad 1 Abychom numericky vyřešili náš př́ıklad, budeme se nyńı zabývat
úpravou Eulerovy metody, kterou jsme se zabývali v kapitole 3.1. Ale zat́ımco
rekurzivńı vztah (3.4) nám umožňuje nalézt hodnoty funkce y pro časy t > t0,
potřebujeme nyńı odvodit obdobný vztah pro časy t < t0. Hodnota t0 je
pro nás čas, ve kterém známe hodnotu hledané funkce popsané diferenciálńı
rovnićı. Např. v našem př́ıpadě je t0 rok 1967, ve kterém jsme změřili počet
atomů olova-210 v gramu rudy v barvě na zkoumaném obrazu.

K řešeńı úlohy na intervalu 〈t−N , t0〉 použijeme opět aproximaci derivace
funkce y v bodě t pomoćı tzv. diference y v tomto bodě. Ale mı́sto tzv.
dopředné diference, kterou jsme použili v kapitole 3.1, nyńı použijeme tzv.
zpětnou diferenci

y′(t) ≈ y(t)− y(t− h)

h
,

kde h je
”
malé“ a kladné.

Po úpravě dostaneme

y(t− h) ≈ y(t)− hy′(t).
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Použijeme-li diferenciálńı rovnici z (3.2), źıskáme vztah

y(t− h) ≈ y(t)− hf(t, y(t)). (6.8)

Zvolme
”
dostatečně malou“ pevnou velikost h > 0 a sestrojme posloupnost

t0, t−1 := t0 − h, t−2 := t0 − 2h, . . . , t−N := t0 −Nh.

Označme pomoćı yn aproximaci hodnoty přesného řešeńı y(tn). Po přidáńı
počátečńı podmı́nky dostáváme z (6.8) rekurzivńı vztah

y0 = y(t0),
yn−1 = yn − hf(tn, yn), n = 0,−1, . . . ,−N.

}

(6.9)

Pomoćı následuj́ıćıho kódu lze zjistit, zda je možné, aby byl obraz Emauz-
št́ı učedńıci opravdu cca 300 let starý. Za konstantu N 0 dosad́ıme 1,42 ·108 a
za r dosad́ıme 420480. Pokud neńı splněna nerovnost N(n+1) <= 5e11, pak
obraz nemůže být starý 300 let. V tom př́ıpadě můžeme ověřit, zda je možné,
aby vznikl před 20 lety. K tomu stač́ı použ́ıt stejný kód s jedinou úpravou,
při které za tN dosad́ıme mı́sto hodnoty 300 hodnotu 20.

p r = 22;22

lambda = log(2)/(p r);

n = 1e5;23

tN = 300;

h = tN / n;

N(1) = N 0;

for i = 1:n

N(i+1) = N(i) - h*(-lambda*N(i) + r);

end

if N(n+1) <= 5e11

disp([’Obraz je pravdepodobne stary 300 let.’])

return

end

22Konstanta p r popisuje poločas rozpadu olova-210.
23Poznamenejme, že n je rozumné volit dostatečně velké, protože h je nepř́ımo úměrné

n. V kapitole 3.1 jsme si uvedli, že chyba aproximace řešeńı pomoćı Eulerovy metody záviśı
př́ımo úměrně na kroku h.
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Řešeńı úloh

Pro uvažovaný obraz bychom pomoćı uvedeného kódu zjistili, že obraz nemů-
že být starý 300 let, protože v tom př́ıpadě by N(−300)

.
= 1,6375 · 1012 a to

neńı možné. Obraz je tedy dle uvedených fakt̊u v kapitole 3.3 starý přibližně
20 let. Pro takové stář́ı źıskáme N(−20)

.
= 2,5494 · 108, což je v souladu

s běžnými koncentracemi atomů olova-210.

Daľśı možnost́ı, jak vyřešit náš př́ıklad je použit́ı vztahu (6.9) pro nalezeńı
hodnot funkce N(t), kde t < t0, vykresleńı grafu této funkce a následný
odhad, zda je možné, aby byl obraz starý 300 či jen 20 let. Z obr. 6.12 plyne,
že obraz nemůže být starý 300 let. Zat́ımco z obr. 6.13 je vidět, že obraz 20
let mı́t může. Stupnice na svislé ose je pro lepš́ı přehlednost logaritmická.
Červená čára na obou obrázćıch označuje hodnotu 5 · 1011. Připomeňme, že
je naprosto nemožné, aby počet atomů olova-210 v gramu rudy, ze které se
oxid olovnatý vyrobil, přesáhl tuto hodnotu.
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Obrázek 6.12: Pokles koncentrace radioaktivńıho olova-210 v gramu rudy
v závislosti na čase

Pro úplnost si uved’me ještě analytické řešeńı naš́ı úlohy. Po dosazeńı
zadaných hodnot a využit́ım faktu, že poločas rozpadu olova-210 je 22 let,
dostaneme Cauchyovu úlohu

N ′(t) = −0,0315N(t) + 420480,

N(0) = 1,42 · 108.

}

(6.10)
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Obrázek 6.13: Pokles koncentrace radioaktivńıho olova-210 v gramu rudy
v závislosti na čase

Derivováńım si můžeme ověřit, že řešeńım rovnice (6.10) je funkce

N̄(t) =

(

1,42 · 108 − 420480

0,0315

)

e−0,0315t +
420480

0,0315
.

Zkusme s využit́ım řešeńı úlohy (6.10) určit, zda je možné, aby byl obraz
pravý. Pokud je t = −300 rok̊u, pak

N̄(−300)
.
= 1,6383 · 1012.

Z toho je zřejmé, že obraz je podvrh. Pokud zvoĺıme t = −20 rok̊u, pak

N̄(−20)
.
= 2,5494 · 108.

To odpov́ıdá běžným koncentraćım atomů olova-210.
V následuj́ıćı tabulce si ještě ukážeme, jak záviśı chyba aproximace počtu

atomů olova-210 N(t) v čase vytvořeńı obrazu źıskaná Eulerovou metodou
na volbě n, a tuto chybu porovnáme s odhadem (3.5) (tento odhad plat́ı
i pro zpětné diference). Vyč́ısleńı odhadu (3.5) je náročněǰśı, a proto v ta-
bulce uvád́ıme jen hodnotu tohoto výrazu a podrobný výpočet přenecháme
zv́ıdavému čtenáři.

99



Řešeńı úloh

n h
∣
∣Naprox(−20)− N̄(−20)

∣
∣ M

2K

(
eK(t0−(−20)) − 1

)
h

104 2 · 10−3 4796,2 6682,0
105 2 · 10−4 479,6 668,2
106 2 · 10−5 47,96 66,82

Př́ıklad 2 Pro numerické řešeńı našeho př́ıkladu použijeme obdobné úpravy
Eulerovy metody jako v předcházej́ıćım př́ıkladu, tj. použijeme rekurzivńı
vztah (6.9).

Pomoćı stejného kódu jako v př́ıkladu 1 můžeme ověřit, zda je možné, aby
byl obraz Krajkářka opravdu cca 300 let starý. Za konstantu N 0 dosad́ıme
0,25 ·108 a za r dosad́ıme 735840. Pokud by nebyla splněna nerovnost N(n+1)
<= 5e11, pak obraz nemůže být starý 300 let. V tom př́ıpadě můžeme ověřit,
zda je možné, aby vznikl před 20 lety. K tomu stač́ı použ́ıt stejný kód s jedinou
úpravou, při které za tN dosad́ıme mı́sto hodnoty 300 hodnotu 20.

Pro uvažovaný obraz bychom pomoćı uvedeného kódu zjistili, že obraz
může být starý 300 let, protože N(−300)

.
= 2,096 · 1010 a to je v souladu

s běžnými koncentracemi atomů olova-210.
Daľśı možnost́ı, jak vyřešit náš př́ıklad, je použit́ı vztahu (6.9) pro nalezeńı

hodnot funkce N(t), kde t < t0, vykresleńı grafu této funkce a následný
odhad, zda je možné, aby byl obraz starý 300 či jen 20 let. Z obr. 6.14 plyne,
že obraz může být starý 300 let. Stupnice na svislé ose je pro lepš́ı přehlednost
logaritmická. Červená čára na obrázku označuje hodnotu 5 · 1011.

Pro úplnost si uved’me ještě analytické řešeńı naš́ı úlohy. Po dosazeńı
zadaných hodnot a využit́ım faktu, že poločas rozpadu olova-210 je 22 let,
dostaneme Cauchyovu úlohu

N ′(t) = −0,0315N(t) + 735840,

N(T ) = 0,25 · 108.

}

(6.11)

Derivováńım si můžeme ověřit, že řešeńım rovnice (6.11) je funkce

N̄(t) =

(

0,25 · 108 − 735840

0,0315

)

e−0,0315t +
735840

0,0315
.

Zkusme s využit́ım řešeńı úlohy (6.11) určit, zda je možné, aby byl obraz
pravý. Pokud je t = −300 rok̊u, pak

N̄(−300)
.
= 2,097 · 1010.

Z toho je zřejmé, že obraz může být skutečně pravý.
V následuj́ıćı tabulce si ještě ukážeme, jak záviśı chyba aproximace počtu

atomů olova-210 N(t) v čase vytvořeńı obrazu źıskaná Eulerovou metodou
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Obrázek 6.14: Pokles koncentrace radioaktivńıho olova-210 v gramu rudy
v závislosti na čase

na volbě n, a tuto chybu porovnáme s odhadem (3.5) (tento odhad plat́ı
i pro zpětné diference). Vyč́ısleńı odhadu (3.5) je náročněǰśı, a proto v ta-
bulce uvád́ıme jen hodnotu tohoto výrazu a podrobný výpočet přenecháme
zv́ıdavému čtenáři.

n h
∣
∣Naprox(−300)− N̄(−300)

∣
∣ M

2K

(
eK(t0−(−300)) − 1

)
h

104 3 · 10−2 9,3 · 107 1,3 · 1011
105 3 · 10−3 9,4 · 106 1,3 · 1010
106 3 · 10−4 9,4 · 105 1,3 · 109

Řešeńı ke kapitole 3.4

Př́ıklad 1 Následuj́ıćı kód odhadne pomoćı Eulerovy metody vývoj popu-
lace USA v letech 1790–1950. Za konstantu a dosad́ıme počátek zkoumaného
intervalu, tedy rok 1790, a za konstantu b dosad́ıme konec zkoumaného in-
tervalu, tedy rok 1950. Samotné hodnoty odhadované velikosti obyvatelstva
USA jsou v proměnné y.
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Řešeńı úloh

y0 = 3929000;

n = 1e5;24

h = (b-a)/n;

t = a : h : b;

y(1) = y0;

for i = 1 : n

y(i+1) = y(i) + h*(0.03134*y(i) - 1.5887e-10*y(i)^ 2);

end

Pomoćı tohoto kódu jsme nalezli aproximace počt̊u obyvatel v letech 1800,
1850, 1900 a 1950, které si můžete prohlédnout v následuj́ıćı tabulce.

Rok Počet obyvatel Odhad počtu obyvatel Eulerovou metodou
1790 3 929 000 3 929 000
1800 5 308 000 5 335 985
1850 23 192 000 23 191 645
1900 75 995 000 76 868 359
1950 150 697 000 148 675 121

Tabulka 6.1: Populace USA v letech 1790–1950 a odhady jej́ı velikosti Eule-
rovou metodou

Vývoj populace v letech 1790–1950 odhadnutý Eulerovou metodou si můžete
prohlédnout na obr. 6.15.

Pro úplnost si uved’me ještě analytické řešeńı naš́ı úlohy. Po dosazeńı
zadaných hodnot dostaneme Cauchyovu úlohu

y′(t) = 0,03134y(t)− 1,5887 · 10−10y2(t),

y(1790) = 3 929 000.

}

(6.12)

Můžeme si derivováńım ověřit, že řešeńım úlohy (6.12) je funkce

ȳ(t) =
123134,86

6,2420023 · 10−4 + 0,03071579977e−0,03134(t−1790)
.

Po dosazeńı dostaneme ȳ(1800)
.
= 5 336 024, ȳ(1850)

.
= 23 192 502,

ȳ(1900)
.
= 76 871 300 a ȳ(1950)

.
= 148 677 189, což jsou velmi dobré od-

hady skutečných hodnot.

24Poznamenejme, že n je rozumné volit dostatečně velké, protože h je nepř́ımo úměrné
n. V kapitole 3.1 jsme si uvedli, že chyba aproximace řešeńı pomoćı Eulerovy metody záviśı
př́ımo úměrně na kroku h.
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Obrázek 6.15: Odhad počtu obyvatel USA v letech 1790–1950

Nab́ıźı se přirozeně nápad, použ́ıt výše uvedený kód pro odhad počtu
obyvatel USA i po roce 1950, např. pro rok 2014. Pokud bychom to udělali,
zjistili bychom, že odhad 188 700 000 obyvatel USA, který bychom źıskali,
je velmi špatný, a je velmi vzdálený skutečnému počtu přibližně 319 000 000
obyvatel USA v tomto roce. To je zp̊usobeno nepřesnost́ı modelu, který ne-
bere v úvahu obrovský nár̊ust legálńı (a pravděpodobně i ilegálńı) imigrace
do USA. Vždyt’ zat́ımco na přelomu 40. a 50. let byla každoročńı legálńı imi-
grace do USA kolem 200 000 lid́ı, tak v 80. letech to již bylo mezi 500 000 až
600 000 lidmi, od 90. let je již legálńı imigrace kolem 1 000 000 ročně a od
roku 2005 již legálńı imigrace neklesla nikdy pod 1 000 000 obyvatel.

V následuj́ıćı tabulce si ještě ukážeme, jak záviśı chyba aproximace počtu
obyvatel USA v roce 1950 źıskaná Eulerovou metodou na volbě n, a tuto
chybu porovnáme s odhadem (3.5). Vyč́ısleńı odhadu (3.5) je náročněǰśı, a
proto v tabulce uvád́ıme jen hodnotu tohoto výrazu a podrobný výpočet
přenecháme zv́ıdavému čtenáři.

n h |yaprox(1950)− ȳ(1950)| M
2K

(
eK(1950−t0) − 1

)
h

104 1,6 · 10−2 2,1 · 104 6,1 · 105
105 1,6 · 10−3 2,1 · 103 6,1 · 104
106 1,6 · 10−4 2,1 · 102 6,1 · 103
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Řešeńı úloh

Řešeńı ke kapitole 3.5

Př́ıklad 1 Následuj́ıćı kód nalezne přibližně pomoćı Eulerovy metody čas
v minutách, který je potřebný pro ochlazeńı kávy ze 100◦C na teplotu menš́ı
než 50◦C. Za T k0 voĺıme 100 ◦C, za konstantu k dosad́ıme 0,04 a za T v

voĺıme 20 ◦C. Výsledný čas je v proměnné cas.

tN = 60;25

n = 1e5;26

h = tN / n;

t = 0 : h : tN;

i = 1;

T k(1) = T k0;

while T k(i) >= 50

T k(i+1) = T k(i) + h*(k*(T v - T k(i)));

i = i + 1;

end

cas = t(i);

Pro dostatečně velké n, zjist́ıme, že se káva ochlad́ı pod 50◦C za 24,522
minut.

Jinou možnost́ı, jak vyřešit náš př́ıklad, je použit́ı vztahu (3.4) pro nale-
zeńı hodnot funkce Tk(t), vykresleńı grafu této funkce a následný odhad času,
který je potřeba, než se káva ochlad́ı na požadovanou teplotu (viz obr. 6.16).

Uved’me si ještě analytické řešeńı naš́ı úlohy. Po dosazeńı uvedených hod-
not dostaneme Cauchyovu úlohu

T ′
k(t) = 0,04(20− Tk(t)),

Tk(0) = 100.

}

(6.13)

Derivováńım lze snadno ověřit, že řešeńım rovnice (6.13) je funkce Tk(t) =
80e−0,04t + 20. Z toho plyne

50 = 80e−0,04t + 20.

25Čas tN jsme
”
uhádli“ tak, aby př́ılǐs nepřevyšoval potřebný čas pro ochlazeńı kávy.

Toto
”
hádáńı“ se dá vyřešit např. prvotńım spuštěńım tohoto programu s dostatečně

velkým tN.
26Poznamenejme, že n je rozumné volit dostatečně velké, protože h je nepř́ımo úměrné

n. V kapitole 3.1 jsme si uvedli, že chyba aproximace řešeńı pomoćı Eulerovy metody záviśı
př́ımo úměrně na kroku h.
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Obrázek 6.16: Pokles teploty kávy v závislosti na čase

To znamená, že káva se ochlad́ı pod 50◦C za přibližně 24,521 minut.
V následuj́ıćı tabulce si ještě ukážeme, jak záviśı chyba aproximace teploty

kávy v čase T = 24,522 minut źıskaná Eulerovou metodou na volbě n, a tuto
chybu porovnáme s odhadem (3.5). Vyč́ısleńı odhadu (3.5) je náročněǰśı, a
proto v tabulce uvád́ıme jen hodnotu tohoto výrazu a podrobný výpočet
přenecháme zv́ıdavému čtenáři.

n h
∣
∣Tk aprox(T )− Tk(T )

∣
∣ M

2K

(
eK(T−t0) − 1

)
h

104 6 · 10−2 3,5 · 10−2 1,6 · 10−1

105 6 · 10−3 3,5 · 10−3 1,6 · 10−2

106 6 · 10−4 3,5 · 10−4 1,6 · 10−3

Řešeńı ke kapitole 3.6

Př́ıklad 1 Následuj́ıćı kód slouž́ı k źıskáńı aproximace pr̊uběhu elektrického
náboje v elektrickém obvodu na obr. 3.5, který sledujeme v časovém inter-
valu 〈0, 10〉 s. Za konstantu a dosad́ıme počátek zkoumaného intervalu, tedy
0, a za konstantu b dosad́ıme konec zkoumaného intervalu, tedy 10. Samotné
hodnoty odhadovaného elektrického náboje jsou v proměnné q.
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q0 = 0;

E = 10;

R = 2;

C = 1;

n = 1e5;27

h = (b-a) / n;

t = a : h : b;

q(1) = q0;

for i = 1 : n

q(i+1) = q(i) + h * (1/R *(E - 1/C * q(i)));

end

Pr̊uběh elektrického náboje odhadnutý Eulerovou metodou si můžete
prohlédnout na obr. 6.17.
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el
ek
tr
ic
k
ý
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Obrázek 6.17: Odhad pr̊uběhu elektrického náboje v elektrickém obvodu

Uved’me si ještě analytické řešeńı naš́ı úlohy. Po dosazeńı zadaných hod-

27Poznamenejme, že n je rozumné volit dostatečně velké, protože h je nepř́ımo úměrné
n. V kapitole 3.1 jsme si uvedli, že chyba aproximace řešeńı pomoćı Eulerovy metody záviśı
př́ımo úměrně na kroku h.
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not dostaneme Cauchyovu úlohu

2q′(t) + q(t) = 10,

q(0) = 0.

}

(6.14)

Pomoćı derivováńı můžeme ověřit, že řešeńım úlohy (6.14) je funkce

q̄(t) = −10e−
1

2
t + 10.

Graf této funkce odpov́ıdá pr̊uběhu na obr. 6.17.
V následuj́ıćı tabulce si ještě ukážeme, jak záviśı chyba aproximace elek-

trického náboje v čase t = 10 sekund źıskaná Eulerovou metodou na volbě
n, a tuto chybu porovnáme s odhadem (3.5). Vyč́ısleńı odhadu (3.5) je
náročněǰśı, a proto v tabulce uvád́ıme jen hodnotu tohoto výrazu a podrobný
výpočet přenecháme zv́ıdavému čtenáři.

n h |qaprox(10)− q̄(10)| M
2K

(
eK(10−t0) − 1

)
h

104 10−3 8,4 · 10−5 4,0 · 10−3

105 10−4 8,4 · 10−6 4,0 · 10−4

106 10−5 8,4 · 10−7 4,0 · 10−5

Př́ıklad 2 Pomoćı stejného kódu jako v př́ıkladu 1 źıskáme aproximaci
pr̊uběhu elektrického náboje v elektrickém obvodu na obr. 3.5, který sledu-
jeme v časovém intervalu 〈0, 10〉 s. Za konstanty a a b opět dosad́ıme počátek
a konec zkoumaného intervalu, tedy 0 a 10. Samotné hodnoty odhadovaného
elektrického náboje jsou zase v proměnné q. Jedinou změnu provedeme v na-
staveńı konstanty E a počátečńı podmı́nky q0.

q0 = 10;

E = 0;
...

Pr̊uběh elektrického náboje odhadnutý Eulerovou metodou si můžete
prohlédnout na obr. 6.18.

Uved’me si opět ještě analytické řešeńı naš́ı úlohy. Po dosazeńı zadaných
hodnot dostaneme Cauchyovu úlohu

2q′(t) + q(t) = 0,

q(0) = 10.

}

(6.15)
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el
ek
tr
ic
k
ý
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Obrázek 6.18: Odhad pr̊uběhu elektrického náboje v elektrickém obvodu

Pomoćı derivováńı můžeme ověřit, že řešeńım úlohy (6.15) je funkce

q̄(t) = 10e−
1

2
t.

Graf této funkce odpov́ıdá pr̊uběhu na obr. 6.18.
V následuj́ıćı tabulce si ještě ukážeme, jak záviśı chyba aproximace elek-

trického náboje v čase t = 10 sekund źıskaná Eulerovou metodou na volbě
n, a tuto chybu porovnáme s odhadem (3.5). Vyč́ısleńı odhadu (3.5) je
náročněǰśı, a proto v tabulce uvád́ıme jen hodnotu tohoto výrazu a podrobný
výpočet přenecháme zv́ıdavému čtenáři.

n h |qaprox(10)− q̄(10)| M
2K

(
eK(10−t0) − 1

)
h

104 10−3 8,4 · 10−5 3,7 · 10−3

105 10−4 8,4 · 10−6 3,7 · 10−4

106 10−5 8,4 · 10−7 3,7 · 10−5

Řešeńı ke kapitole 3.7

Př́ıklad 1 Následuj́ıćı kód slouž́ı k źıskáńı aproximace pr̊uběhu výchylek ky-
vadla v časovém intervalu 〈0, 10〉 s. Za konstantu a dosad́ıme počátek zkou-
maného intervalu, tedy 0, a za konstantu b dosad́ıme konec zkoumaného
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intervalu, tedy 10. Samotné hodnoty odhadované výchylky jsou v proměnné
y.

y0 = 0.1;

z0 = 0;

g = 10;

l = 1;

n = 1e5;28

h = (b-a) / n;

t = a : h : b;

y(1) = y0;

z(1) = z0;

for i = 1 : n

y(i+1) = y(i) + h * z(i);

z(i+1) = z(i) + h * ((-g/l)*y(i));

end

Pr̊uběh výchylek odhadnutý Eulerovou metodou si můžete prohlédnout
na obr. 6.19.

Uved’me si ještě analytické řešeńı naš́ı úlohy. Po dosazeńı zadaných hod-
not dostaneme Cauchyovu úlohu

y′′(t) = −10y(t),

y(0) = 0,1, y′(0) = 0.

}

(6.16)

Pomoci derivováńı můžeme ověřit, že řešeńım úlohy (3.18) je funkce

ȳ(t) = 0,1 cos
(√

10t
)

.

Graf této funkce odpov́ıdá pr̊uběhu na obr. 6.19.

V následuj́ıćı tabulce si ještě ukážeme, jak záviśı chyba aproximace vý-
chylky kyvadla v čase t = 10 sekund źıskaná Eulerovou metodou na volbě n, a
tuto chybu porovnáme s odhadem (3.5). Vyč́ısleńı odhadu (3.5) je náročněǰśı,
a proto v tabulce uvád́ıme jen hodnotu tohoto výrazu a podrobný výpočet
přenecháme zv́ıdavému čtenáři.

28Poznamenejme, že n je rozumné volit dostatečně velké, protože h je nepř́ımo úměrné
n. V kapitole 3.1 jsme si uvedli, že chyba aproximace řešeńı pomoćı Eulerovy metody záviśı
př́ımo úměrně na kroku h.
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Obrázek 6.19: Odhad pr̊uběhu výchylek kyvadla

n h |yaprox(10)− ȳ(10)| M
2K

(
eK(10−t0) − 1

)
h

104 10−3 5,0 · 10−3 3,7
105 10−4 4,5 · 10−4 3,5 · 10−1

106 10−5 4,9 · 10−5 3,5 · 10−2

Př́ıklad 2 Pomoćı stejného kódu jako v př́ıkladu 1 źıskáme aproximaci
pr̊uběhu výchylek kyvadla v časovém intervalu 〈0, 10〉 s. Za konstanty a a b

opět dosad́ıme počátek a konec zkoumaného intervalu, tedy 0 a 10. Samotné
hodnoty odhadované výchylky jsou zase v proměnné y. Jedinou změnu pro-
vedeme v nastaveńı počátečńıch podmı́nek y0 a z0.

y0 = 0;

z0 = 1;
...

Pr̊uběh výchylek odhadnutý Eulerovou metodou si můžete prohlédnout
na obr. 6.20.

Uved’me si opět ještě analytické řešeńı naš́ı úlohy. Po dosazeńı zadaných
hodnot dostaneme Cauchyovu úlohu

y′′(t) = −10y(t),

y(0) = 0, y′(0) = 1.

}

(6.17)
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Obrázek 6.20: Odhad pr̊uběhu výchylek kyvadla

Pomoci derivováńı můžeme ověřit, že řešeńım úlohy (3.19) je funkce

ȳ(t) =

√
10

10
sin
(√

10t
)

.

Graf této funkce odpov́ıdá pr̊uběhu na obr. 6.20.

V následuj́ıćı tabulce si ještě ukážeme, jak záviśı chyba aproximace vý-
chylky kyvadla v čase t = 10 sekund źıskaná Eulerovou metodou na volbě n, a
tuto chybu porovnáme s odhadem (3.5). Vyč́ısleńı odhadu (3.5) je náročněǰśı,
a proto v tabulce uvád́ıme jen hodnotu tohoto výrazu a podrobný výpočet
přenecháme zv́ıdavému čtenáři.

n h |yaprox(10)− ȳ(10)| M
2K

(
eK(10−t0) − 1

)
h

104 10−3 3,3 · 10−3 11,6
105 10−4 3,3 · 10−4 1,11
106 10−5 3,2 · 10−5 1,10 · 10−1
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6.4 Úlohy kapitoly 4

Řešeńı ke kapitole 4.1

Př́ıklad 1 Uvedeme si nejprve kód řešeńı:

function u = struna1(c,k,l,n)

% u = struna1(c,k,l,n)

%

% Funkce vyresi metodou siti tuto Dirichletovu ulohu

% -k*u’’(x) = c na (0,l)

% u(0) = u(l) = 0

%

% c ... konstantni hustota zatezujici sily

% k ... tuhost struny

% l ... delka struny

% n+1 ... pocet uzlu na strune (pravidelna sit)

% u ... vysledny pruhyb struny

% vzdalenost mezi sousednimi uzly

h = l / n;

% matice tuhosti K

K = diag(2*ones(n-1,1)) + diag(-ones(n-2,1),1) + diag(-ones(n-2,1),-1);

K = k/h^2 * K;

% vektor prave strany f

f = c * ones(n-1,1);

% reseni soustavy - pruhyb struny v uzlech

u = K \ f;

u = [0; u; 0];

% vykresleni reseni

figure

x = 0 : h : l;

plot(x,u)

% srovnani s analytickym resenim

u a = c/2/k * x .* (l-x);

err abs = max(abs(u - u a’)) % maximalni absolutni chyba
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Na obr. 6.21 vid́ıme pr̊uhyb struny pro c = −1, k = 2, ℓ = 2 a r̊uzná n.
Můžeme si všimnout, že pr̊uhyby struny se v uzlových bodech vždy přesně
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Obrázek 6.21: Analytické řešeńı ua pro c = −1, k = 2 a ℓ = 2 a vypočtené
pr̊uhyby struny pro r̊uzná n

shoduj́ı s analytickým řešeńım.29 Je to proto, že metoda śıt́ı je přesná pro
f := c = konst. – nahrazeńı pomoćı diferenćı na str. 54 je totiž v tomto
př́ıpadě přesné.

Př́ıklad 2 Nejprve si vyjádř́ıme analytické řešeńı úlohy pro zatěžuj́ıćı śılu
s hustotou f(x) := (x− 1/3)2 − 1: 30,31

ua(x) = −
(
x− 1

3

)4

12k
+

x2

2k
+ ax+ b,

a =
1

2kℓ

[(
ℓ− 1

3

)4

6
− ℓ2 − 1

486

]

, b =
1

972k
.

29Po doběhnut́ı programu s jakýmkoli vstupńım n dostáváme v proměnné err abs vždy
(poč́ıtačovou) nulu.

30To dostaneme stejným zp̊usobem, jaký jsme použili na str. 55 pro konstatńı f .
31Všimněme si, že f(x) < 0 pro x ∈ 〈0, 4/3) a f(x) > 0 pro x ∈ (4/3, 2〉, tzn. že strunu

zatlačujeme směrem dol̊u v intervalu 〈0, 4/3) a zvedáme nahoru v intervalu (4/3, 2〉.
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Kód použijeme stejný jako v př́ıkladě 1, jen uprav́ıme předpis pro vektor
pravé strany:

% vektor prave strany f

x = h : h : l-h;

f = (x - 1/3).̂ 2 - 1;

f = f’;

a uprav́ıme i část kódu pro srovnáńı s analytickým řešeńım: 32

% srovnani s analytickym resenim

a = ( (l-1/3)^4/6 - l^2 - 1/486 ) / 2 / k / l;

b = 1 / 972 / k;

u a = -(x-1/3).̂ 4/12/k + x.̂ 2/2/k + a*x + b;

err abs = max(abs(u - u a’)) % maximalni absolutni chyba

Na obr. 6.22 vid́ıme pr̊uhyb struny pro k = 2 a ℓ = 2 a r̊uzná n. V následuj́ıćı
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Obrázek 6.22: Analytické řešeńı ua pro k = 2 a ℓ = 2 a vypočtené pr̊uhyby
struny pro r̊uzná n

tabulce pak uvád́ıme výsledky pro k = 2 a ℓ = 2:

32Takto upravenou funkci struna1 můžeme přejmenovat na struna2, přičemž vstup-
ńımi argumenty funkce struna2 budou pouze proměnné k, l a n.
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n err abs

2 4,17 · 10−2

4 1,04 · 10−2

8 2,6 · 10−3

100 1,67 · 10−5

300 1,85 · 10−6

500 6,67 · 10−7

1000 1,67 · 10−7

Př́ıklad 3 K řešeńı použijeme následuj́ıćı kód:

l = 2;

d = 0.2;

n = 300;

k = 2; % vhodna inicializace

while 1

k = k - 0.1;

u = struna2(k,l,n);

if min(u) <= -d

break

end

end

k = k + 0.1;

Funkce struna2, která se volá uvnitř cyklu, je kód řešeńı př́ıkladu 2 (tedy
upravený kód řešeńı př́ıkladu 1). Inicializace tuhosti k se odv́ıj́ı od řešeńı
př́ıkladu 2, kde jsme mimo jiné zjistili, že pro k = 2 se struna nacháźı celá nad
překážkou. Po doběhnut́ı programu zjist́ıme, že struna muśı mı́t (s přesnost́ı
10−1) tuhost nejméně k = 1,2, aby se nedotkla zadané překážky. Na obr. 6.23
jsou znázorněny pr̊uhyby stuny pro postupně klesaj́ıćı tuhost.

6.5 Úlohy kapitoly 5

Řešeńı ke kapitole 5.2

Př́ıklad 1 Rovnovážnou polohu volně zavěšené kuličky dané hmotnosti na-
jdeme jako řešeńı minimalizačńı úlohy (5.7). K tomu použijeme Newtonovu
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Obrázek 6.23: Jednotlivé pr̊uhyby struny pro klesaj́ıćı tuhost

metodu pro minimalizaci funkce v́ıce proměnných. Hledanou rovnovážnou
polohu najdeme pomoćı následuj́ıćıho kódu. Hmotnost kuličky je v proměnné
m, za kterou postupně dosazujeme hodnoty 1, 2, 3, 4, 5 a 10.

function [y,it] = newton(df,ddf,x0,epsilon)

%[y,it] = newton(df,ddf,x0,epsilon)

%

% Zakladni Newtonova metoda pro minimalizaci fce f(x)

%

% y ... minimum

% it ... pocet iteraci

%

% df ... gradient minimalizovane fce f(x)

% ddf ... Hessian minimalizovane fce f(x)

% x0 ... pocatecni iterace

% epsilon ... ukoncujici podminka

global m

m = 1;
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it = 0;

x = x0;

grad = feval(df,x);

Hess = feval(ddf,x);

while norm(grad) >= epsilon33

it = it + 1;

x = x - Hess \ grad;

grad = feval(df,x);

Hess = feval(ddf,x);

end

y = x;

Newtonova metoda potřebuje v každém kroce iteračńıho procesu vyč́ıslit gra-
dient a Hessián. Gradient funkce f(x1, x2) = x2

1+x2
2+mx2 vypočteme pomoćı

následuj́ıćıho kódu.

function y = df(x)

global m

y = [2*x(1); 2*x(2) + m];

Hessián této funkce vypočteme pomoćı kódu:

function y = ddf(x)

global m

y = [2 0; 0 2];

Pokud ukončuj́ıćı podmı́nku epsilon zvoĺıme jako 10−4, źıskáme pro po-
žadované hmotnosti rovnovážné polohy kuličky uvedené v tabulce 6.2.

Př́ıklad 2 Pomoćı stejného kódu jako v př́ıkladě 1 źıskáme rovnovážnou po-
lohu kuličky dané hmotnosti zavěšené nad překážkou. Protože polohu kuličky
źıskáme jako řešeńı minimalizačńı úlohy s omezeńım (5.9), použijeme nyńı
metodu kvadratické penalty a na rozd́ıl od př́ıkladu 1 budeme minimali-

33Funkce norm vypoč́ıtá velikost vektoru grad.
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m souřadnice x1 souřadnice x2

1 0 -0,5
2 0 -1
3 0 -1,5
4 0 -2
5 0 -2,5
10 0 -5

Tabulka 6.2: Rovnovážné polohy volně zavěšené kuličky o hmotnosti m

zovat funkci f(x1, x2) = x2
1 + x2

2 + mx2 + 1
2
̺‖α(x)‖2, kde α1(x1, x2) =

max{−x1−x2−1, 0} a α2(x1, x2) = max{x1−x2−3, 0}. Penalizačńı parametr
̺ zvoĺıme jako 105.

Pro Newtonovu metodu muśıme opět v každém kroce iteračńıho procesu
vyč́ıslit gradient a Hessián. Gradient funkce f(x1, x2) = x2

1 + x2
2 + mx2 +

1
2
̺‖α(x)‖2 vypočteme pomoćı kódu:

function y = df(x)

global m

rho = 1e5;

f = x(1)^ 2 + x(2)^ 2 + m*x(2);

h(1,1) = -x(1) - x(2) - 1;

h(2,1) = x(1) - x(2) - 3;

alpha = max(zeros(2,1), h);

gf = [2*x(1); 2*x(2) + m];

if alpha(1,1) == 0 && alpha(2,1) == 034

ga = zeros(2,1);

elseif alpha(1,1) > 0 && alpha(2,1) == 0

ga = alpha(1,1)*[-1;-1];

elseif alpha(1,1) == 0 && alpha(2,1) > 0

34V této části kódu vypočteme gradient funkce 1
2‖α(x)‖2 a zaṕı̌seme jej do proměnné

ga. Pokud si čtenář chce náš výpočet ověřit, doporučujeme, aby si přepsal tuto funkci
bez použit́ı funkce max. Tzn. je rozumné napsat si funkčńı předpis této funkce pro tyto
př́ıpady: −x1 − x2 − 1 ≤ 0 ∧ x1 − x2 − 3 ≤ 0, −x1 − x2 − 1 > 0 ∧ x1 − x2 − 3 ≤ 0,
−x1 − x2 − 1 ≤ 0 ∧ x1 − x2 − 3 > 0 a −x1 − x2 − 1 > 0 ∧ x1 − x2 − 3 > 0 a pro tyto
př́ıpady pak spoč́ıtat prvńı parciálńı derivace této funkce.
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ga = alpha(2,1)*[1;-1];

else

ga = alpha(1,1)*[-1;-1] + alpha(2,1)*[1;-1];

end;

y = gf + rho*ga;

Hessián této funkce vypočteme pomoćı kódu:

function y = ddf(x)

global m

rho = 1e5;

f = x(1)^ 2 + x(2)^ 2 + m*x(2);

h(1,1) = -x(1) - x(2) - 1;

h(2,1) = x(1) - x(2) - 3;

alpha = max(zeros(2,1), h);

Hf = [2 0; 0 2];

if alpha(1,1) == 0 && alpha(2,1) == 035

Ha = zeros(2,2);

elseif alpha(1,1) > 0 && alpha(2,1) == 0

Ha = [1 1; 1 1];

elseif alpha(1,1) == 0 && alpha(2,1) > 0

Ha = [1 -1; -1 1];

else

Ha = [2 0; 0 2];

end;

y = Hf + rho*Ha;

35V této části kódu vypočteme Hessián funkce 1
2‖α(x)‖2 a zaṕı̌seme jej do proměnné Ha.

Pokud si čtenář chce náš výpočet ověřit, doporučujeme, aby si podobně jako v předchoźım
kódu přepsal tuto funkci bez použit́ı funkce max. Tzn. opět je rozumné napsat si funkčńı
předpis této funkce pro čtyři př́ıpady uvedené v předchoźı rutině a pro tyto př́ıpady pak
spoč́ıtat druhé parciálńı derivace této funkce.
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Řešeńı úloh

Pokud ukončuj́ıćı podmı́nku epsilon zvoĺıme jako 10−4, źıskáme pro
požadované hmotnosti rovnovážné polohy kuličky uvedené v tabulce 6.3.

m souřadnice x1 souřadnice x2

1 0 -0,5
2 0 -1
3 0,25 -1,25
4 0,5 -1,5
5 0,75 -1,75
10 1 -2

Tabulka 6.3: Rovnovážné polohy kuličky o hmotnosti m zavěšené nad
překážkou

Na následuj́ıćıch obrázćıch jsou zakresleny rovnovážné polohy kuličky
zavěšené nad překážkou pro všechny uvažované hmotnosti.
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Obrázek 6.24: Rovnovážné polohy kuličky o hmotnosti m=1 (vlevo) a m=2
(vpravo) zavěšené nad překážkou
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Obrázek 6.25: Rovnovážné polohy kuličky o hmotnosti m=3 (vlevo) a m=4
(vpravo) zavěšené nad překážkou
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Obrázek 6.26: Rovnovážné polohy kuličky o hmotnosti m=5 (vlevo) a m=10
(vpravo) zavěšené nad překážkou
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Apendix

Apendix A: Inverzńı funkce

Definice A.1 Bud’ f : R 7→ R. Funkci f−1, pro niž plat́ı současně:

i) definičńı obor Df−1 funkce f−1 je roven oboru hodnot funkce f ,

ii) pro každé x ∈ Df−1 plat́ı, že f−1(x) = y ⇔ f(y) = x,

nazveme funkcı́ inverznı́ k funkci f .

Poznámka A.1 Lze ukázat, že f−1 existuje právě tehdy, je-li f prostá.
Graf f−1 je přitom osově souměrný s grafem f dle př́ımky y = x.
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Řešeńı úloh

Apendix B: Funkce arkussinus

Definice B.1 Funkci inverzńı k funkci sinus zúžené na interval
〈
−π

2
, π
2

〉

nazveme arkussinus a označujeme jako arcsin, tj.

arcsin :=
(

sin|〈−π
2
,π
2 〉
)−1

.

Pozorováńı B.1 Funkce arkussinus má tyto vlastnosti (viz také ńıže uve-
dený obrázek):

• definičńı obor je roven 〈−1, 1〉,

• oborem hodnot je interval
〈
−π

2
, π
2

〉
,

• funkce arcsin je lichá, tj. arcsin x = arcsin (−x) pro každé x ∈ 〈−1, 1〉.

0

0

π/2

−π/2

π/2−π/2 1−1

1

−1

arcsin x

sin x

x

y
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Apendix C: Funkce arkustangens

Definice C.1 Funkci inverzńı k funkci tangens zúžené na interval (−π
2
, π
2
)

nazveme arkustangens a označujeme jako arctg, tj.

arctg :=
(

tg|(−π
2
,π
2
)

)−1

.

Pozorováńı C.1 Funkce arkustangens má tyto vlastnosti:

• definičńı obor je roven R,

• oborem hodnot je interval (−π
2
, π
2
),

• funkce arctg je lichá, tj. arctg x = arctg(−x) pro každé x ∈ R.
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Řešeńı úloh

Apendix D: Soustavy lineárńıch rovnic a jejich

řešeńı

Definice D.1 Soustavou n lineárnı́ch rovnic o n neznámých x1, . . . , xn

nazýváme systém rovnic ve tvaru:

a11x1 + · · · + a1nxn = b1
...

. . .
...

...
an1x1 + · · · + annxn = bn







(7.1)

Č́ısla aij , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n, nazýváme koeficienty soustavy a č́ısla
bi, i = 1, . . . , n, nazýváme pravé strany.

Soustavu (7.1) budeme úsporně zapisovat pomoćı matice A a vektoru b,
kde

A =






a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann




 , b =






b1
...
bn




 .

Matici A nazýváme maticı́ soustavy (7.1) a vektor b nazýváme pravou

stranou soustavy (7.1). Má-li vektor x za složky neznámé x1, . . . , xn, mů-
žeme soustavu (7.1) zapsat v maticové podobě

Ax = b.

Řešeńı x soustavy (7.1) můžeme naj́ıt pomoćı inverzńı matice k matici
A (pojem inverzńı matice jsme definovali v kapitole 2.1). Řešeńı x můžeme
nalézt tak, že soustavu Ax = b vynásob́ıme zleva matićı A−1 a po úpravě
źıskáme

x = A−1b.

Protože výpočet inverzńı matice je numericky značně náročný, použ́ıvaj́ı
se pro řešeńı velkých soustav jiné metody. Běžně použ́ıvaná je Gaussova

eliminačnı́ metoda, která spoč́ıvá v nahrazeńı p̊uvodńı soustavy soustavou,
která má stejné řešeńı jako soustava p̊uvodńı, ale toto řešeńı z ńı snadno
vyčteme. Pro nalezeńı nové jednodušš́ı soustavy použ́ıváme tzv. ekvivalentńı
úpravy.

Gaussovu eliminačńı metodu má řada matematických softwar̊u již imple-
mentovánu, např. v programu Matlab můžeme řešeńı soustavy Ax = b zapsat
př́ıkazem x = A \ b.
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