
Matematika s radostíM R

Odmocnina z komplexního čísla
Krokovaný příklad – středně těžký

V následujícím textu budete řešit postupně příklad tak, že vždy musíte správně
vyřešit určitý dílčí úkol.

Test byl vytvořen v rámci projektu Matematika s radostí dle návrhu Michala Matušky.

http://msr.vsb.cz/
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Komplexní n-tou odmocninou komplexního čísla z nazveme každé komplexní číslo x, pro které platí, že
xn = z. Hledáme tedy taková x, která jsou řešením rovnice

x4 = 1 + i. (1)

Pro další postup bude výhodné vyjádřit komplexní čísla na obou stranách rovnice (1) v goniometrickém
tvaru.
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Najděte goniometrický tvar komplexního čísla z = 1 + i.
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V oboru komplexních čísel vypočítejte 4
√

1 + i.
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Skvěle...  správně výraz pod odmocninou

musí být nezáporný, tj. x−2

Správně.
Goniometrický tvar komplexního čísla z = a + bi 6= 0 je jeho vyjádření ve
tvaru z = r (cosϕ+ i sinϕ), kde r =

√
a2 + b2, cosϕ = a

r
, sinϕ = b

r
.

Platí tedy r =
√

12 + 12 =
√

2 a cosϕ = 1√
2
, sinϕ = 1√

2
, odkud ϕ = π

4 .

Zavřít okno a přejít k dalšímu kroku

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně.
Goniometrický tvar komplexního čísla z = a + bi 6= 0 je jeho vyjádření ve
tvaru z = r (cosϕ+ i sinϕ), kde r =

√
a2 + b2, cosϕ = a

r
, sinϕ = b

r
.

Zkuste číslo 1 + i upravit do tohoto tvaru.

Zavřít okno a odpovědět znovu

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně.
Goniometrický tvar komplexního čísla z = a + bi 6= 0 je jeho vyjádření ve
tvaru z = r (cosϕ+ i sinϕ), kde r =

√
a2 + b2, cosϕ = a

r
, sinϕ = b

r
.

Určete správně absolutní hodnotu r a hodnotu argumentu ϕ.

Zavřít okno a odpovědět znovu

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně.
Goniometrický tvar komplexního čísla z = a + bi 6= 0 je jeho vyjádření ve
tvaru z = r (cosϕ+ i sinϕ), kde r =

√
a2 + b2, cosϕ = a

r
, sinϕ = b

r
.

Dosaďte za ϕ = π

3 a zjistíte, že nezískáte zpět číslo 1 + i.

Zavřít okno a odpovědět znovu
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Výpočet 4
√

1 + i jsme převedli na řešení rovnice

x4 = 1 + i. (1)

Komplexní číslo z = 1 + i jsme vyjádřili v goniometrickém tvaru, tj. z =
√

2
(

cos π4 + i sin π4

)
. Komplexní

číslo x hledáme také v goniometrickém tvaru, tj. položíme

x = r (cosϕ+ i sinϕ) .

Podle Moivreovy věty pak

x4 = [r(cosϕ+ i sinϕ)]4 = r4(cos 4ϕ+ i sin 4ϕ).

Dosazením do rovnice (1) dostáváme

r4(cos 4ϕ+ i sin 4ϕ) =
√

2
(

cos π4 + i sin π4

)
. (2)

Dvě komplexní čísla se rovnají, rovnají-li se jejich absolutní hodnoty a zároveň jejich argumenty, nebo
liší-li se hodnoty argumentů o celý násobek 2π.
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Z rovnosti (2) určete r.
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√
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V oboru komplexních čísel vypočítejte 4
√

1 + i.

R

Skvěle...  správně výraz pod odmocninou

musí být nezáporný, tj. x−2

Správně.

Platí, že r = 4
√√

2 = 8
√

2.

Zavřít okno a přejít k dalšímu kroku

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně.
Pokud za r dosadíte

√
2, absolutní hodnoty obou čísel se nebudou rovnat.

Zavřít okno a odpovědět znovu

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně.
Pokud za r dosadíte 4

√
2, absolutní hodnoty obou čísel se nebudou rovnat.

Zavřít okno a odpovědět znovu
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Určili jsme r = 8
√

2. Nyní musíme najít všechny hodnoty ϕ tak, aby platilo

r4(cos 4ϕ+ i sin 4ϕ) =
√

2
(

cos π4 + i sin π4

)
.

R

Určete, jaké hodnoty bude mít argument ϕ.

1

A
π
4 + 2kπ

4 , k ∈ Z
π
4 + kπ

4 , k ∈ Z
π

16 + 2kπ, k ∈ Z
π

4 + k

2π, k ∈ Z

1

B
π
4 + 2kπ

4 , k ∈ Z
π
4 + kπ

4 , k ∈ Z
π

16 + 2kπ, k ∈ Z
π

4 + k

2π, k ∈ Z

1

C
π
4 + 2kπ

4 , k ∈ Z
π
4 + kπ

4 , k ∈ Z
π

16 + 2kπ, k ∈ Z
π

4 + k

2π, k ∈ Z

1

D
π
4 + 2kπ

4 , k ∈ Z
π
4 + kπ

4 , k ∈ Z
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V oboru komplexních čísel vypočítejte 4
√

1 + i.

R

Skvěle...  správně výraz pod odmocninou

musí být nezáporný, tj. x−2

Správně.

Musí platit 4ϕ = π

4 + 2kπ, k ∈ Z.

Zavřít okno a přejít k dalšímu kroku

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně.

Musí platit 4ϕ = π

4 +2kπ, k ∈ Z. Funkce sinus a kosinus mají periodu 2π.

Zavřít okno a odpovědět znovu

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně.

Musí platit 4ϕ = π

4 + 2kπ, k ∈ Z.

Zavřít okno a odpovědět znovu

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně.

Musí platit 4ϕ = π

4 + 2kπ, k ∈ Z.

Zavřít okno a odpovědět znovu
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Připomeňme si, že hledáme taková komplexní čísla x = r (cosϕ+ i sinϕ), pro která platí

x4 = 1 + i. (1)

Z rovnosti r4(cos 4ϕ+ i sin 4ϕ) =
√

2
(

cos π4 + i sin π4

)
jsme určili r = 8

√
2 a ϕ =

π
4 + 2kπ

4 , k ∈ Z.

Řešením rovnice x4 = 1 + i jsou tedy všechna komplexní čísla tvaru:

xk = 8
√

2
(

cos
π
4 + 2kπ

4 + i sin
π
4 + 2kπ

4

)
, k ∈ Z.

R

Kolik navzájem různých řešení má daná úloha?

1

A 4Nekonečně mnoho31

1

B 4Nekonečně mnoho31

1

C 4Nekonečně mnoho31

1

D 4Nekonečně mnoho31

V oboru komplexních čísel vypočítejte 4
√

1 + i.

R

Skvěle...  správně výraz pod odmocninou

musí být nezáporný, tj. x−2

Správně.
Pro k = 0, 1, 2, 3 dostaneme 4 navzájem různá řešení x0, x1, x2, x3.

Zavřít okno a přejít k dalšímu kroku

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně.
Funkce sinus a kosinu mají periodu 2π, takže navzájem různých řešení je
konečně mnoho. Zkuste si jednotlivá řešení znázornit v Gaussově rovině.

Zavřít okno a odpovědět znovu

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně.

Hodnoty argumentů dvou po sobě jdoucích řešení se liší o 2π
4 , tj. π2 . Zkuste

si jednotlivá řešení znázornit v Gaussově rovině.

Zavřít okno a odpovědět znovu

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně.

Hodnoty argumentů dvou po sobě jdoucích řešení se liší o 2π
4 , tj. π2 . Zkuste

si jednotlivá řešení znázornit v Gaussově rovině a uvidíte, že nejsou všechna
stejná.

Zavřít okno a odpovědět znovu
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Úloha má tedy celkem 4 řešení
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)
, k = 0, 1, 2, 3.
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Napište jednotlivá řešení.
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V oboru komplexních čísel vypočítejte 4
√

1 + i.

R

Skvěle...  správně výraz pod odmocninou

musí být nezáporný, tj. x−2

Správně.

Dosadíme-li za k postupně 0, 1, 2, 3, vyjdou hodnoty argumentu π

16 ,
9π
16 ,

17π
16 , 25π

16 .

Zavřít okno a přejít k dalšímu kroku

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně.
Úloha má 4 řešení, pro k = 0, 1, 2, 3. Dosaďte správně k do vzorce

xk = 8
√

2
(

cos
π
4 + 2kπ

4 + i sin
π
4 + 2kπ

4

)
.

Zavřít okno a odpovědět znovu

R

Hmm... špatně, protože  (x−4)26=x2−16

Zkuste dosadit za x například číslo 5 a zjistíte, že daná 

úprava je chybná. Při úpravě rovnice využijte 

vzorec(a−b)2=a2−2ab+b2.

Špatně.
Úloha má 4 řešení, pro k = 0, 1, 2, 3. Jste si jisti, že jste do vzorce

xk = 8
√

2
(

cos
π
4 + 2kπ

4 + i sin
π
4 + 2kπ

4

)
dosadili správně?

Zavřít okno a odpovědět znovu
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Výpočet je dokončen. Nyní si shrneme jednotlivé kroky. Můžete se též vrátit na předchozí stránky k postup-
nému výpočtu a zodpovězeným otázkám.

Komplexní n-tá odmocnina komplexního čísla z je takové komplexní číslo x, pro které platí, že xn = z.
Hledáme tedy taková x, která jsou řešením rovnice

x4 = 1 + i.

Nejprve převedeme komplexní číslo z = 1+i do goniometrického tvaru. Goniometrickým tvarem nenulového
komplexního čísla z = a+ bi rozumíme jeho vyjádření ve tvaru

z = r(cosϕ+ i sinϕ),

kde r =
√
a2 + b2, cosϕ = a

r
a sinϕ = b

r
.

Pro naše komplexní číslo z = 1 + i dostáváme:

r =
√

12 + 12 =
√

2,

cosϕ = 1√
2

∧ sinϕ = 1√
2

⇒ ϕ = π

4 .

(pokračování na další straně)

V oboru komplexních čísel vypočítejte 4
√

1 + i.
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Tedy
z =

√
2
(

cos π4 + i sin π4

)
.

Řešení rovnice x4 = 1 + i hledáme ve tvaru

x = r(cosϕ+ i sinϕ).

Podle Moivreovy věty je

x4 = [r(cosϕ+ i sinϕ)]4 = r4(cos 4ϕ+ i sin 4ϕ).

Hledáme tedy taková x = r(cosϕ+ i sinϕ), pro něž platí:

r4(cos 4ϕ+ i sin 4ϕ) =
√

2
(

cos π4 + i sin π4

)
.

Dvě komplexní čísla se rovnají, rovnají-li se jejich absolutní hodnoty a zároveň jejich argumenty, nebo
liší-li se hodnoty argumentů o celý násobek 2π. Tedy

r4 =
√

2, tj. r = 4
√√

2 = 8
√

2,

4ϕ = π

4 + 2kπ, tj. ϕ =
π
4 + 2kπ

4 , k ∈ Z.

(pokračování na další straně)
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Funkce sinus a kosinus mají periodu 2π, takže navzájem různých řešení je konečně mnoho. Úloha má tedy
celkem 4 řešení:

xk = 8
√

2
(

cos
π
4 + 2kπ

4 + i sin
π
4 + 2kπ

4

)
, pro k = 0, 1, 2, 3.

Dosazením za k pak dostaneme jednotlivá řešení

x0 = 8
√

2
(

cos π16 + i sin π

16

)
,

x1 = 8
√

2
(

cos 9
16π + i sin 9

16π
)
,

x2 = 8
√

2
(

cos 17
16π + i sin 17

16π
)
,

x3 = 8
√

2
(

cos 25
16π + i sin 25

16π
)
.




